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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材,但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时，一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续^挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学 教材大 

家眼界为之 一 新，并得到了很大的启发和教益.但在很长 一 '段时间中，尽管苏联的数 

学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 

懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. - 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初,在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立 MO 周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些 f 学教材组织翻译 出版. 这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的尚度重视.会后局等教育出版社和数学天元基金 一 起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 

学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社 
组织出版的. 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材 
为生，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材,也有适合大 
学高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重 
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版，面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材 

方面所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版,将中俄数 

学教学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的 

改革,对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深 
远的影响，无疑值得庆贺,特为之序. 


. 李大潜 
2005年10月 
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这本书是由作者们在莫斯科大学数学力学系不同年代讲稿的基础上所形成的. 

在基础课概率论（第 4 学期）和数理统计（第5学期）的基础上，是在第6学期 

学习随机过 程的. 读者会发现这里所写的材料已经大大超出了本学期课程所讲的内 

容.而我们进行扩充的目的就是要体现理论的各个方面的分支及其 应用. 这里所述 

的一共八章的内容已经大大覆盖了标准的大纲.一些重要结果的复杂技巧证明被放 

到“附录”中.除此而外，每章增添了 “补充和练 习”. 这些材料可能对讨论班的作业 
及专业课程的准备是有用的. 

随机过程的理论基础乃是 Kolmogorov 关于给定的有限分布族，过程的存在性 

定理.在他的经典小册子[3 4 ]中被称为“基本定 理”. 直到发表以前，随机过程的 
研究都作为单个的随机变量族，主要是从它们的有限维分布的性质来考虑的（例如 

马氏过程的向前、向后方程).“基本 定理” 给出了随机过程按照轨道来分析的可能 
性，从而奠定了被称为现代随机分析方向的基础.特别是，本书对有限维分布相容 

性 Kolmogorov 定理是在极其广泛的条件下给出了证明，并从不同的观点加以讨论. 

给出了 Donsker - Prokhorov 不变原理， Strassen 形式重对数律的基本原理（导致测 
度族的一般大偏差定理)，关于 Brown 运动嵌入到 Wiener 过程的 Skorokhod 定理, 

运动强马氏性的不同形式以及其他的深刻结果.作为与理论相联系，有趣的 
应用是借助鞅技巧所建立起来的保险数学的基本定理,考虑具有一般马氏性的群众 

服务理论中著名 Erlang 公式的推导，研究 Langevin 方程导出 Ornstein 

过程，随机微分方程的基本理论等.我们还可以发掘与其他数学领域的方法和结果 

有联系的研究问题，例如，用概率方法去解经典 Dirichlet 问题，利用 Hilbert 空间工 
具来研究预报理论，借助于函数理论的方法对 Kolmogorov - Szego 公式的证明.同 

时给出了随机金融数学问题概念的初步表述. 

随机过程是现代概率论中一个具有多方面应用的、正在广泛、蓬勃发展的分支. 
因此，尽管一再压缩书的内容,但还是包括几乎 2 00多词条的名称.自然而然，概率 
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论的资料也要作为教学参考书，如 [85]. 

下面我们将较详细地介绍本书的结构. 

在第一章给出了一些后面要用的基本概念的定义，同时我们还建立了一系歹 ( J 辅 
助结果.第二章研究了一类独立增量过程,其中重要的代表就是 Brown 运动.第三章 
完整地阐述了这类重要过程的性质.在第四、六和七章分别介绍了鞅理论、马氏过 
程理论和平稳过程理论.第五章包含了对于概率测度的弱收敛的一些结果,其中包括 
随机过程轨道函数空间的测度.第八章研究了随机积分（主要是对 Brown 运动）和 

随机微分方程的问题. 

所有章都是分为许多节.每一章的定义、推论、例子和公式都是重新标号，且 
是单独的标记定义，单独的标记定理，等等.这也包括“附录”在内.在参考其他章 
(或附录）的材料时，要指出它们的标号，例如，（ I , 10) 即第二章的公式 （10), 而 （6,2) 
即附录6的公式 （2). 证明的最后要用符号 □. 在每一章的“补充与练习”和附录中 
的练习是对基本内容的延伸，所标的号码放到相应内容的右边. 

应该指出的是莫斯科大学数学力学系的一系列概率统计课程是在 A . N . Kol - 

和 B . V . Gnedenko 直接指导和影响下形成的，他们多年来引导着概率论教 

研室的成长.在我们手稿完成的过程中，对交稿内容与教研室的同事和研究生进行 
了有益的讨论.在此向他们表示我们衷心的谢意！ 

作者要向俄罗斯基础研究基金会对这套书的出版给予的财政支持表示感谢！ 


mogorov 


A . B . 布林斯基 

A . H . 施利亚耶夫 

莫斯科大学数学力学系概率论教研室 



基本符号 


:=一 定义符号， 

N — 自然数集 , N = N ( J { oo }, 

Q — 有理数集， 

Z —整数集， 


非负整数集， 

R — 实数集 = 

C — 复数集， 

如果 a ，6 G 1 R ， 则 cl A b 

{—a,0}, 

㈣ 一数 a 的整数部分 ， sgn a —数 a 的符号, 

I 一集 A 的补集， 


Z 




max { a , 6}, a + = max { a , 0}, a 


mi 


max 


lA —集 a 的示性函数， 

⑷—集 a 的闭包（在距离空间中)， 
aA —集 a 的边界（在距离空间中)， 

( S ,/>)- 带有距离的距离空间 s , 

B r { x ) — 中心为 a ? 半径为 r 的闭球， 

在距离空间 T 上，取值于距离空间 S 的连续函数空间, 


C ( T , S ) 

C ^( R m ) - 具有紧支集的无穷可微函数空间， 

巴拿赫 ( Banach ) (希尔伯特 ( Hilbert )) 空间丑的范数, 

一概率空间， 

E - 数学期望， 




| - \\h 




D —方差， 

cov ( x , y ) —随机变量 x 和 y 的协方差， 

E ( X \^) — 相对于 a - 代数 X 的条件数学期望， 



基本符号 


VI 


久 e 多' I 溪一映射久相对于 a - 代数多和涿是可测的， 

{^}— 由某个空间 S (带有单位 S ) 的子集族 I 所生成的最小 a - 代数， 
溪 ( S )— 由拓扑空间中 S 的博雷尔 ( Borel ) 子集所生成的最小 a - 代数， 

深 T — 由可测空间 e T 所生成乘积空间中柱集 a - 代数， 
p x (PX — 1 或 Law ( X )) —随机元久的分布， 

a { X t ，《G T } —由随机兀 X t ，t e T 所生成的最小 a - 代数（在⑴,多, P ) 中), 

Qn Q 一 测度 Qn 弱收敛于测度 <5， 

X n ^ X — X n 依分布收敛于 X ， 

X n X 一 X n 依概率收敛于 X ， 

勒贝格 ( Lebesgue ) 测度， 

N ( a , C )- 具有中值为 a 和协方差阵 C 的正态分布， 

w = > 0}— 维纳 ( Wiener ) 过程（布朗 ( Brown ) 运动)， 

F = (^ t)teT — 

_ = (^ t X )ter —由过程 X = { X t ，k 所生成的自然 a - 代数流， 

P ( s , x , t , B ) —马尔可夫过程的转移函数， 

Vi At ) - 齐次马尔可夫链的转移概率. 


G 


mes — 


代数流（滤基)， 


CT 一 
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基本符号 


第一章随机 过程. 随机过程的分布 

随机过程论的研究对象，一些 问题. 随机元及其 分布. 单调类 定理. 概率空间的完 
全化. 可测映射的极限•构造具有给定分布的独立随机变 量族. 部分和过程， 

更新过程，克拉默-卢恩伯格保险模型，泊松随机测度.柱集 

作为随机元族，又可作为一个随机 映射. 随机函数的有限维分布.关于柯尔莫戈洛夫相 

谷性定理.空间 （ R n ， 货 ( R n )) 上测度的特征 函数. 用特征函数来表述在欧几里得空间 
(欧氏空间）上测度的相容性 条件. 对无穷大7，，激 

的相 容性. 等价的随机 函数. 可测过程. 


參 


经验测度， 


-代数随机函数 


o 


的描述. 连续轨道过程.测度投影 


第二章独立增量 过程. 泊松过程和高斯过程 . 

独立增量过程存在性 准则. 泊松 过程. 维纳过程（布朗运动) • 多维正态 分布. 

中值函数和相关函数构造实高斯函数.复高斯 过程. 作为相关函数，又作为希尔伯特空 
间上的再生核的非负定 函数. 帕尔赞定理.布朗运动两种定义的等价性.哈尔和绍德尔 
函数. 标准高斯变量序列的摆动•构造连续维纳 过程. 多维布朗运动. 


34 


根据 


第三章布朗 运动. 轨道性质 


62 


布朗运动（维纳过程）轨道的几乎处处不可 微性. 维纳过程的马氏性. 
及它们的 例子. 由停时 T 以前，所有观测的事件所组成的 


滤基.停时 

代数多 T. 维纳过程的强 


(7 一 






录 


Vlll 


马氏性 • 反射 原理. 0 - 1律•在 [0， t ] 上维纳过程极大值的 分布. 重对数律.重对数局 


部律 


第四章鞅.离散与连续时间 


92 


鞅，下鞅， 上鞅 • 例子. 杜布分解.补 偿元. 田中公式离散变式.滤基的扩充 • 

次 特征. 二次变差.杜布的自由选择 定理. 应用到随机游动（破产问 题). 杜布的下鞅极 
大、极小不 等式. 关于穿越数 引理. 下鞅收敛 定理. 高尔顿-沃森分支过程 . L 1 ⑺，多， P ) 
空间中鞅收敛 定理. 莱维 定理. 保险数学的基本定理.具有连续时间鞅和下鞅的一些不 




等式 


第五章测度的弱收敛.不变原理 


128 


度量空间上的测度弱 收敛. 依分布随机元的 收敛. 测度的弱收敛准则.在连续映射 
下测度弱收敛的保 守性. 在空间 C ( T ， S ) 中测度的弱 收敛. 测度族的相对紧性（弱列 

紧性）和胎 紧性. 普罗霍洛夫 定理. 唐斯克尔-普罗霍洛夫不变 原理. 林德伯格多维中 
心极限定理 • 独立随机变量和的极大值 引理. 柯尔莫戈洛夫(拟合优度）检验证明的步 

骤.作为条件维纳过程的布 朗桥. 一个概率空间的方法，斯科罗霍德 定理. 弱收敛的度 
量化. 莱维-斯科罗霍德距离. 


第六章马尔可夫过程.离散与连续时间 . 

马尔可夫过程的等价 定义. 取值于独立增量过程的马 氏性.例子. 马尔可夫 
链，通过初始分布及转移概率构造马尔可 夫链. 作为马尔可夫链的泊松过程.马尔可夫 
过程的转移函数.寻求 d -维布朗运动的转移 函数. 马尔可夫过程的有限维分布，它们 
通过初始分布及转移概率的 表示. 时齐马尔可夫 过程. 时齐马尔可夫链的遍历性定理. 
一些 推论. 不变 测度. 随机半群 ( P ( t )) t ^ o 的无穷小矩阵 Q . 柯尔莫戈洛夫向后、向前 
微分方程组 • 作为 Q * 矩阵的特征向量的平稳 分布. 埃尔朗 公式. 导出这些公式的群众 
服务系统的模型. 


160 


第七章平稳过程.离散与连续时间 


203 


正交随机测度及其 a - 有限构造（均方）测度.根据给定的构造（均方）测度来构 
造正交随机 测度. 对正交随机测度的积分及其性质.关于相关函数谱分解卡鲁宁定理 
以及用对正交随机测度的积分来表示该 过程. 广义平稳过程及其相关 函数. 赫格洛茨 
定理. 博赫纳-辛钦 定理. 连续和离散时间平稳过程的谱表示•在 L 2 ( Q ) 空间中的遍 
历性. 滑动平均 过程. 相关函数及谱密度的统计 估计. 线性预测问题.规则和奇异过程. 

沃尔德 分解. 规则过程作为物理上可实现的滤 波器. 规则过程的柯尔莫戈洛夫准则.柯 
尔莫戈洛夫-塞格定理， 






录 


第八章随机积分.随机微分方程 


250 


简单随机函数对维纳过程的随机积分•对适应博雷尔可测随机函数的伊滕随机积 
分的 构造. 随机积分的 性质. 伊滕变量替换 公式. 朗之万 方程. 奥恩斯坦-乌伦贝克过 
程. 随机微分方程强解的存在、唯一性 定理. 随机微分方程解的马 氏性. 


附录1柯尔莫戈洛夫定理的证明 


288 


附录2普罗霍洛夫定理的证明 


294 


♦ 


附录3林德伯格一杜布定理的证明 


298 




附录4博赫纳-辛钦定理的证明 


307 


♦ 


附录5柯尔莫戈洛夫-塞格定理的证明 


310 


♦ 


附录6布朗运动族的强马氏性的证明 


315 




附录7狄利克雷问题的概率解 


325 


附录8大偏差 


336 




后记 


355 


参考文献 


357 
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368 














随机过程.随机过程的分布 


内容摘要： 随机过程论的研究对象，一些问题_随机元及其分布.早调类定理.概率空间 

的完全化.可测映射的板限，构造具有给定分布的独立随机变量族.部分和过程，经验 

* 

测度，更新过程，克拉默 ( Cramer ) -卢恩伯格 ( Luenberger ) 保险模型，泊松 （ Poisson ) 

随机测度.拄集 — 代数涿随机函数作为随机元族，又可作为一个随机映射.随机 

_ 

函数的有限维分布，关于柯尔莫戈洛夫 ( Kolmogorov ) 相容性定理.空间 （ R n ，潘 ( R n )) 
上测度的特征函数_用特征函数来表述在欧几里得 （ Euclid ) 空间（欧氏空间）上测度 
的相容性条件.对无穷大 T ， 潔 T 的描述.连续轨道过程.测度投影的相容性.等价的 
随机函数.可测过程. 


§ i . 现代概率论最重要的特点就是它的方法与结果不仅自身有着独立的数学 
意义，而且在其他科学领域中可以找到各种各样的应用，例如物理，化学,生物,金融 

数学等，甚至于在技术领域中. 这也是被人称作“随机过程”的它为什么会成为概率 
论一个专门分支的一种解释. 

概率论最初涉及的只是随 机实验 （抛硬币，掷骰子等)，为此要计算可能发生的 
这样或那样事件的概率，随后，产生了随机变量的概念，这样就可以定量地描述随机 
实验的结果，例如，在抽奖中，赢利的多少等.到后来,在随机实验中明确地引进了时 
间因子， 于是就有了严格地建立随机模型的可能性,在此基础上，人们就可以用随机 

过程 来描绘随机现象演化的动力 学模型. 

在1827年，植物学家布朗 （ R . Brown ) 在显微镜下发现了水中花粉颗粒的随机运 

动.这种自然现象中的运动,后被称为布朗运动,很长一段时间都解释不清.仅仅在19 
世纪末至20世纪初才被认识,它是介质原子和分子的一种热运动现象.同时为了描 
绘类似形式的过程,客观上需要通过概率-统计的理论来解决.布朗运动以及更广的 
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扩散过 程的数学和物理模型是由巴舍利耶 ( Bachelier ), 爱因斯坦 ( Einstein ), 斯莫卢 

霍夫斯基 ( Smoluhowski ), 奥恩斯坦 ( Ornstein ), 普朗克 （ Planck ), 朗之万 ( Langevin ), 
福克尔 （ Fokker ), 维纳 （ Wiener ), 莱维 ( Levy ) ,柯尔莫戈洛夫 （ Kolmogorov ), 勒俄多 

onowicz ) 和其他学者所建立的.在 1997 年默顿 ( Merton ) 和舒尔斯 


诺维奇 (Leod 

( Scholes ) 将布朗运动应用于经济模型当中，该成果获得了诺贝尔奖. 


在系统地叙述随机过程的教程之前，将提出一些具体的，然而本身又是很重要 
的问题和习题,其中的大部分在本书中都将涉及. 

1°我们将利用对布朗运动泛函的研究来证明一个数理统计的基本结果，即著 

名的 Kolmogorov 相容性准则. 此外，借助于 Brown 运动如何来解决重要的“非随 

机”问题，如狄利克雷 ( Dirichlet ) 问题: 寻找在区域 GcU d 内调和，并且在该区域 
的边界上具有给定函数的解（以后我们还会给予详细的讨论). 

2°前面所提到的扩散模型刺激了随 机微分方程的发展， 随后的研究要求一种 

随机分析”.这种特殊性是与 Brown 运动的轨道（它是连续的,但 


特殊的工具 

无论在哪一点上又都不可微）相关的.类似的方程还能用于,例如，在实际应用中借 
助它的帮助给出了非常有效的方法（映像的恢复，有线和无线广播，形象识别等)，从 
杂乱无章背景（干扰）中撻取有用的信号. 




3°对许多的实际问题来说,显然有着十分重要意义的是预 报问题 •• 观测在时间 
t 以前随机过程的基础上来预测在时刻、 + ♦> 0) 的行为.产生这样的问题,例如, 
在金融市场上分析有价证券的行情走势，与此相关的而且非常有趣的是期权的套期 
保值问题 （当这支股票的真实价格受到随机扰动情况下 y 在未来的某个时刻,根据以 
前确定的价格买入一卖出股票的模型). 

4°保险公司自身提出的 任务： 在随机的时刻支付，且支付多少也是随机的时 
候，来配置固定的资金（将包括投保者的保险费在内).如何来刻画这样的随机时刻 
呢？事实表明，泊松过程与此极为相类似,后面将会仔细研究.我们指出在 Cramer - 
Luenberger 保险模型中，为使公司破产的概率不超过给定的（小的 ） 数£前提下，模 
型中的参数之间应该具有什么样的关系. 

5°最后，我们将提到各种各样随机现象的渐近分析问题.作为例子,可以想象 
在模型中，比如说电话局，呼叫是在随机的时刻到来,并且呼叫者谈话的时间长短也 

是随机的，当发生了 “彳艮长时间”呼叫的时候,它的 埃尔朗 ( Erlang ) 公式. 

应该强调的是，在3° 〜 5°中，我们涉及了两种类型的问题,第一， 要求建立能反 

映所研究现象实际的数学楗型， 第二， 要求准确地提出问题，然后解决该问题..为 此, 

自然要求有足够深厚发展的理论.在熟识这个理论的时候，我们既会看到许多诱人 
去研究的随机过程类型,又会接触到描绘和研究它们的各种各样的方法. 

第一章将给出许多技术性的，且具有辅助性特点的知识.在阅读以后各章时，为 
解释一些问题，最好还能回顾它们.在初次阅读时，可以局限于随机元的概念 (§2), 
它的分布 (§6),. 随机函数的定义 （§7) 和例子（§9)，这些例子是基于独立随机元序列 
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(§8). 同时要求根据 Kolmogorov 定理 (§12), 掌握构造具有给定相容的所有有限维分 
布的随机变量族.为了构造在第二章中的独立增量过程和实 Gauss 过程，利用了前 

I 

面所提到的，用随机向量特征函数 （§15) 来表述的相容性条件. 


§2. 以后凡涉及的概率都将是假定满足于 Kolmogorov 公理化的某个概率空间 
( n , 多， p ) 上，也就是具有概率测度 p 的可测空间 （ Q , 多）上.注意到可测空间是由 

某个集和由该集子集所组成的 CT -代数（一般用手写的字母来表示)所组合而成的. 
定义在可测空间中的某个^ - 代数上非负可列可加集函数称作测度.在某些场合，当 
需要强调测度的特殊性质时，例如它的有限性或 (7 _有限性，《：们经常会特别强调. 
概率测度 P , 或简单的概率——这是满足于 P ( U ) = 1的测度.为了简便，经常也将 

概率测度称作测度. 

V 

首先，我们需要取 值于 （抽象） 集合 S 的随 机变量的概念 .设⑴,多）和 ( S ,^) 

是可测空间 （Q _ 0，5 一 0). 

定义 1. 映射 XA — 5 称作多 | 激- 可测的 （记作义€多|激)，如果 X - 1 (均 C 
多，即对任意的 S e 激，有 X -^ B ) ：= { u ： X { uj ) eB } e ^. 

在概率论中，可测映射通常称 作随机元或取值于 s 的随机 变查. 

对 S 的子集类^来说,表示带有单位元乂且包含 f 的最小 a ~代数. 
如果是拓扑空间；特别的是距离空间，则，根瑪定义 , Borel (7 -代数 m { S ) 是 a - 
代数其中 I 是 S 中所有开集类.当 S (具有欧氏距离)，溪二溪 ( R fc ) 

和 A ; > 1,随机元 X {^ - 可测）称 作随机 向量,而当= 1时,则称作（实） 随机变 

量.当 X 是空间 ( n ,^) 上实随机变量，则 X 的 ^|^( E ) -可测性，作为规定,简称 
^ - 可测性. 


引理 1. 设 X : D — 5 (映射 X 不假设对任何 a -代数可测）和 j 是 5 的 

某个子集类.这时 X e 其中 〆 := alX - 1 ^)}. 此外有 a { X ~ x { JC )} = 


证. 很容易看出，集合类 ^={ DCS : X ^( D ) e 〆 }是。~代数，因为 W 是 
-代数，并且是由映射原像集组成,满足抽象集合的运算律.根据构造 1 C 龙因此 

C 这就是说 X 6 W | a { j }， 即 X ~ x { a { M \) C 另一方面， X - 1 ^) C 

X ~ l { a {^}), 并且 是 a - 代数,因此 〆 = ct { X -\^)} C X ^( a {^}). 

这样有 W j }). 


a 




推论 i. 假设在引理 i 的条件中，附带有 Q 上的 a - 代数多，如果 x-H j) c 

多■，则 X G ^\ a {^}. 


证.考虑到 a { X _1 ( J _)} C 多，利用引理1可证. □ 
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推论的思想在于当涿=为了证明 x 的多 | 潘-可测性，必须考虑 m 
中所有集合的原像,而这时只须考虑中所有集合尽 x -\ b ) e ^就足够证明•正 
是如此，在定义取值于中的随机向量时,只须要求对任意的 2 = (^, ••- ,z k ) e E fc , 
集合 {o; : X(cj) ^ z) := {u : Xi(u) < 2 ： i, * • • ,Xk(u) ^ Zk} G ^ 就足够了.（请解释） 

注 1, 值得注意的是， 不仅仅是由集合产生 £7- 代数，而且还可以由函数产生. 

符号 W = a{X t ,t e T}, 这里 X t : n — S t , 是可测空间 ， t € r ， 表示包含 

对每个 t e r 使得 X t e 爲，集合 n 中的子集所产生的最小 a - 代数.显而易 
见 W = (j{X^ l {Bt) : B t G 3§ u t e T}, 并且如果 e 多 1 爲 对每个 t € T ， 则有 


除 cr - 代数之外我们不得不涉及更狭的一类集合.称 S 的子集类嘗为 

7 T - 系，如果对有限交封闭，即如果 e 贫，则 e 贫（对贫中的元素,通常是 

补充了集合的.定义 S 子集类级为 A - 系，如果是满足如下性质的子 集类： 

和如果 A,B e 货 ， A c B 则 B\A e 此外，如果人 e 设 , n e N 和 T A (即 
A n C A n+U n e N 和 4 = 0 人)，则 A € 对任意 S 的子集类 JT 都存在包含 

71 ^ X 

X 的最小 7 T - 系 n {^ r } (请蘇释）和包含最小 A - 系 S 的子集类 j 是 

<7 -代数当且仅当 I 是 7 T _系又是 A - 系. 

定理 1 (单调类定理). 设空间 S 的子集类 7 T - 系嘗和 A _系级，且贫 C 珍. 
这时有 ij {^} = \{^} C 

证.不失一般性，可以设货= A {^}, 这时只要验证级是 7 T - 系.因为这时 9 
是包含貧的 (7 - 代数.这样要验证,如果 e 级，贝 ！ J A 门 B e 货.固定任意集合 

Be ^, 定义集合类 ^ b ^{ AcS ： Af ] Be ^}. 这时 A 是 A - 系，并且贫 c 多义 
因此设= \{^} c 从而，对任意的资和 Be 貧有 Af]B e 现取任意 
的 A e 级，研究集合类 ^ A = { BcS ： Bf ] Ae 9}. 对每个 Ae 9 , 类似方法可以证 
明级 C %4.这样，级对有限交封闭，于是有 ct{^}C A { q ，而 A{^}C cr {^} 是显然 

的. 口 
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定理 1 的证明是谢尔品斯基 ( Sierpinski ) 给出的，在概率中这个结果得到广泛的 
应用是与邓肯 ( Dynkin ) 的工作分不开的.因此 A - 系也称作 Dynkin 系或这-系. 

前面所说的单调类定理,对下面的一些结论的证明是非常有用的. 

、 

设可测空间…， 多） 上，给定测度 P 和 Q ， 并且多= a {^}. 这里贫是 

系.则在多上 P = Q 的充分必要条件是在貧上有 P = Q . 

证.必要性是显而易见的.充分性是因为所有满足 P ( A ) = Q ( A ), ^中的集合 

类构成一个入-系.口 ’ 


引理 




Q 的子集类组成的 


7 T - 
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引理3•设⑻，多， P ) 是概率空间，而 〆 是某+由多的子集组成的代数_这时 
对任意的 C G a {^} 则有 


( 1 ) 


inf P { CAA } = 0 

这里 C/\A = ( C \ A ) U ( A \ C ). 从而对每个 ( j {^} 和任意的 £>0 都存在 
使得 P ( CAA £ ) < £, 由此可得 | P ( C )- P (^ e )| < 


£ 


证.对代数 〆 中任意 A , 满足关系式 （1) 组成 7 T - 系.而不难验证，所有满足 
(1) 式的集合类组成 A - 系.根据定理1结论得证. □ 


引理4 (测度的正则性)•设 S 是距离空间， Q 是潘 ( S ) 上的测度.这时对任意 
的 Borel 集 B ，有 


Q ( B ) = sup Q ( F ) = inf Q ( G )， 


⑵ 


G 


F 


这里上确界是取自对所有的闭集 F C 丑，而下确界是取自对所有的开集 GDB . 

证. 设 p 是空间 S 的距离,并且 p ( a :, D ) = inf {/)( x , y ) ： y e D }, 这里 x eS,D c 
S . 对占 > 0 和闭集 F , 设 F 5 = {re e S : p ( x ， F ) < 外不难验证 F 5 是开集，并且当 
5 [0 Wt , F s IF . 因此，对任意的闭集 (2) 式成立.对⑺式成立的所有 Borel 集 

B 构成 一 个 cr - 代数（请证明，参见 [2; p.16]). 由于潘 (S) 是包含所有 S 的闭子集的 
最小 a - 代数，引理的结论得证. □ 

§4. 以后我们经常不得不利用已 知概率空间⑴ ，多， P ) 的完全化. 设乂是 S 7 

中满足 P { D ) = 0 的子集类，歹是形如 A[jC 子集 

_ 

类，这里 A e 多和 C e 很容易验证歹是 a - 代数（称作多 关于测度 P 的完 
全化 <7 -代数).根据 


P ( A 1 JC 0 =' P ( A ), 这里 A e 多和 C e 


(3) 


于是有，在 a - 代数歹 上测度 P 的扩张 （就是说/中的集合具有0测度) • 如果 


出 P 是一个在歹上完全确定的测度. 

空间 ( Q ,^, P ) 称作概率空间 （ A 多， P ) 的完全化（关于测度 P ). 不作特别声明, 
一般地在开始时都已经完全化了，将都用多， P 来代替 ^,P (此时，，就是所有0 
概率的事件类).如果 C 7 - 代数 W C 多则一般地同样也补充了 P -0 子 集类} ，因 
此, 得到 扩张的 CT ~ 代数 W (p) = ( 与 （3) 式 一 样地在 W ( p ) 上测度的扩张). 

很容易看出 W ( p) = 值得注意的是，如果取从 a - 代数多到7 -代数 

试〔多 上的测度 P 的压缩 PU ， 并且关于测度 P ^， 〆 完全化，则一般地说，所得 
到的 r - 代数要在 W ( p ) 中.当概率空间 （ A 多, P ) 是固定的，则用7表示 ^ (p) . 
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§5. 在各式各样随机元的逼近问题中，下面的结论起着决定性的作用. 

引理 5•设 （ M , 穿）是可测空间， （ S , p ) 是具有距离 p 的距离空间和 Borel 

代数潘 ( S ). 设 h n : M — S ， h n e ^|^( S ) 对 n = 1，2, ... ，并且对每个 x e M t 

h n ( x ) — h ( x )， 当 n — oo 时有 p ( h n ( x )， h ( x )) — 0, 这时 /i : M —> S 是 
可测映射， 

证.对任意的闭集 Sg 潘 ( S ) 


a 




{x : h(x) e B}= nu : h n (x) e B^ 1/k) } e 

fc=l m=l n^m ^ 

这里丑⑷ — {x 6 S : p ( x , B ) < s }, p ( x , B ) = inf { p ( x , y ) : y e B }. 因此根据推论 1 得 

要的结论. 口 r 


弓 I 理 6. 与引理5的区别是设在（风穿）上给定测度 P 和当 

h ( x ) 关于 x e M，P - 几乎所有的（即 P(x e M : h n ( x ) 4 h { x ), 


时， 


n — ^ oo 


p 


h n ( x ) 

oo ) = 0). 这时 / i 是沴 I 潑 ( S )- 可测映射，这里穸是沴关于测度 P 的完全化 


n — ^ 


时，对 x G M 0 , h n { x ) h ( x ), 这里 P ( M 0 ) = L 取点邱 G S 和 

对: r G M \ Mo,n G N . 这时 h n ( x ) —^ h ( x ) 


证.设当 

定义 h n ( x ) = h n ( x ) 对 x 6 M 0? h n ( x ) 

对所有的 xeM , 这里，当 X e M 0 时有 h { x ) = h ( x ), 当: r e M \ M 0 时有 h { x ) = 2 0 . 

K G 爹 I 涿 ( S ), 由引理 5 得出忑是爹 I 謂 S )- 可测映射，现在对任意的 s e 謂 S ) 
计算它的原像 


n — > oo 


=之0 


h ~\ B ) = ^ 


因为 Mo G 麥, h ~ l { B ) G 矽和 

C ( M \： M 0 ), 而 P ( M \ M 0 ) = 0 

引理 7. 设 （ fi , 多， P ) 是完全化的概率空间和 <7 -代数 W C 多.实随机变量 
Y { u )) H - 可测的当且仅当可以找到 sd - 可测随机变量 Z ( co ) 使得 Y = Z (P ~ 
几乎处处)，即 P ( o ; e U : Y '{ u }\^_ Z { uj )) = 0. 

证. 设 Y 激 ( R ). 取“简单函数 




” 


2 n — 1 


ynM — 




⑷ 


/ cn 2 — n l 


n G N , 


{i^:Y(u)e(kn2~ n ,(k+l)n2^ 


k—-2 


这里,和通常一样， 1 B (-) 是集合 5 的示性函数， 


1， x G 


⑹ 


1 b ⑷ 


i b 


0, 


x 
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(经常用符号来代替 1{ B }) 

对所有的 


Q.Ynicj) ^ Y(cv), 并且 y n G 激 (R)，n e R 


显然，当 
根据 a - 代数 I 的定义有 


Cc ； € 


n — oo , 


{ co : Y ( uj ) e { kn 2 ~ n ,{k + l ) n 2- n ]} = A n ^ k [ JC n ^ 


oo 2 n -l 

这里 A n ， fc eW ， C n ， fce/(/c = —2' … ， 2 打 一 l,neN ), 设 A = U U 4 ， fc . 这时 
Ae^,P(A) = l . 定义 


n = lk =—2 


n 


2 


Z n (uj) = l A (u;) 以 2- U 。)， 

k =-2 n 

我们看出，对 W 《 An e N 有 e 〆 降 ( R ), Z n = 0 和当 
z n ( cj ) — Y ( uj ). 根据引理 5 有 Z = l A y e 除此之外， z = Y (P -几乎所 

有).这样，求得所要的随机变量 Z . 

T 

现设 Z e 和 Y Z (P - 几乎处处)，假设 x = G N. 当 

时，有 Z n 4 y (P - 几乎处处)，根据引理6求得所要的随机变量 Y e 

§6. 可测映射可以将测度由已知的空间导向另一个空间. 

设 （ n , 多）和 （ s , 溪）是可测空间，并且在 ( n ,^) 上给定某个概率测度 p . 设 

叉 ： n — s 是多 | 涿-可测映射. 


a ; € n G N . 


时对 uj e 




定义2 .在潘 上的测度称作 随机元 X 的概率分布或分布 ，用 Px 来表示，如 
果由下面公式给出 


P X ( B ) ：= P ( X -1 ( B ))， 

如果特别需要强调具体的测度 P 时，那么 X 的分布用 PX - 1 来表示，同样用 

Law ( X ) 或 Law ( X | P ) 来表示，测度 Px 称作在可 测映射 X 下测度 P 的像， 


⑹ 


雄) 

n^m 


X ( 5 )€蓼 


( S ， Px ) 


( Q，A P ) 


图1 


不难发现，研究在给定的概率空间⑴，多， P ) 上取值于 S 的多 | 溪-可测随机元 
的分布和研究在 （ S, 激） 上测度实质上是一样的.事实上,任何一个随机元 X 都可导 
出测度 Px . 相反的结论是显而易 见的. 

i * 

引理 8.在 （ S , 潑）上的任意概率测度 Q 都可以看作某个随机元 X 的分布_ 
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为此，只需要取 n = S ， 多=涿 , P = Q 和 X { uj ) = W (恒等映射). □ 

§7. 将引进对今后非常重要的概念一随机函数和与其相关的随机过程的概念. 
定义 3. 在某个可测空间 （ n ， 多）上，对每个 t e r 给定随机元 x ( t ), 则随机元 

族 X 二 {X(t),teT} 被称作随机函数. ， 

我们在这里指出重要的 细节： 更准确地规定术语及相应的记号. 

需要解释一下，在给出的定义中，所有的随机元叉 ⑷， t eT 都是定义在同一个 
可测空间 （ n ， 多）上但是，为了有利于研究，经常认为随机元 X ( t ), tET 的值域可 
以是不同的.准确地说,给定一个可测空间族 ( Su ^ teT , 这时，引进的随机元族 
X = e T } 可以看作定义在 Txn 上的函数 X = 并且对每个 t e T 

取值于 s t , 同时是多 I 風-可测映射 (X(t r ) ： n-^S t ). 在这种意义下，考虑到可测 
空间风多）和函数 X = X(t,Lj) 自然而然可以被称作随机函数. 

对每一个 t G T 取值于实数的随机函数最简单例子是 




这里€是在某个概率空间 ( Q ,^ P ) 上的实随机变量，而确定性函数/: r — R . 在 
下一章中，我们将看到由这种类型随机函数组成级数,可以利用来描述 Brown 运动. 

定义 4. 对 固定的 A 函数 叉(.， 0 ；) 或 X{t,u;),t e T, 称作 轨道，实现或样本 


函数 


在随机函数的符号中， 一 般来说要省略自变量 o ;， 简写为 X ⑴或 两种简写 
的利用要根据具体情况而定.如果 I 1 C R = (-00,00), 则参数 t € r 可以解释为时 

间，而随机函数称 作随机 过程.当集合: T 为直线，半直线，线段，区间或半区间，则说 

_ 

是连续时间的随机过程, 而当 rc z = {… ，- 则说 是离散时间随机过程 
或随机序列. 如果 T c > 1, 则 X 称作随 机场. 

当随机过程（场 ）x = { X u t e T } 仅仅研究是在有限或可数的子集 r ' c r 时， 
经常采取将过程离 散化. 例如代替 x = { x t 1 t ^ o } 研究的是 步长为 a > 0的过程， 

即过程 y = { X nA ,n = 0,1, ‘ . • ' 

这里值得一提的是，研究定义在集 TcR d : d>l 上随机场时,一般来说，不能 
利用重排参数化的方法转化为研究随机过程（甚至于，当集合： T 与直线上的子集建 
立起 一一 对应).问题在于，在描述相关的随机变量类 { X u t e C /} 和 { X u t eF } 的 
一系列问题中，集合 C/，F c r 的几何位置起着实质性的作用. 

为了用随机过程的术语表示任意的随机函数（不仅是当： T C E). — 般地说，随 
机函数的分类是基于参数集 r 的构造或空间 { Su ^ t ) teT 的形式，并且在它们的乘 
积空间中有着这些函数的轨道,但不是充满所有地方的.事情是这样的,在描述这些 
或那些现象时,首先对过程（被研究的）的性质可能提出一些特殊的要求（一般来说 
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会有交叉)，常见的随机函数粪的例子，像独立增量过程， Gauss 过程，鞅等，将在以 

下几章中研究. 

§8. 现在,假设给定 某个概 率空间 ( a ,^, P ), 为引入一系列随机过程的例子,我 
们回顾一下事件（或随机元 ） CT -代数独立的概念. 

定义 5. 集合类（包含 a 特别的是 J -代数）嘁， ( n ^2) 称作 

独立的 （总体上)，如果对任意的4 G = 1，… ， n 有 


⑺ 


P(A 1 .^A n ) = P(yL 1 )**.P(A n ). 


无穷多集合类的族 M C 成)， teT 称作独 立的， 如果对所有的 n ^2 和任意 

彼此互不相同的点 …， t n & T ， 且对 4： l ， ，…，有⑺式 ■ 


引理 9 .设為，為 ，… 、 JC n C ^ 2) 是独立的 

代数.如果是独立的 


系.这时 
代数，则它们0事件 


- - - \ a {^ n } 是独立的 

的扩张集合类/是独立的， 


证.设釣是多中的子集类，使得对任意的 ▲ G 负 和所有的4 G^ fe ,/c = 

满足⑺式.显然,釣是 A - 系,并且爲 C 乳根据定理1得到 <7{為} C 
岛.类似地研究子集类货2,它是由事件也使得对所有的 A e <7{為}和 Afc e 
其中 A : = 3, … ， n, 满足 （7) 式所组成.同样道理，导致引理的第一个结论. 

第二个结论是显然的.这是因为 a -代数虿中的任意事件 A , 是在增添子集类 

^到 a - 代数沴的扩张中，都形如 A = C|J A 这里 C e 穸和 D g □ 

/ 

在给定的某个概率空间多, P ) 上,对每个 te T 取值于某个可测空间 ( S t ,^ t ) 
的随机变量族 { X u t e T } (总体上）独立，这就是说由它们所产生的 
a { X t } = 是独立的， 

这样，随机变量 X u t e 了（集： T 至少包含两个点）是独立的当且仅当对所有 
彡2,任意不重复的 h , t 2 , … , t n GT 和任意集 Bfc €爲,彳=1,-，-，打有 


2 , 


, n , 


* * 


代数组 


a 


n 


, X tn eB n ) = n p ( a eB k ) 


⑻ 


P(X tl gB u ， 


« * 


k=l 


与随机元独立概念相关的，是下面很有意思的结果. 

■ 

定理 2 (洛姆尼斯基 （ Lomnicki) - 乌拉姆 （ Ulam) ， [1 6 1 ])•设 （ S t , 風)£ 6 了 
是任意可测空间族，且设对任意 t e 7 1 在 （ S t , 風） 上给出了测度 Q *. 这时，存在 

概率空间 ( n ,^, P) 和独立随机元族 x t ： n -^ s t , x t e 多|减，使得对每个 teT ^. 
潔 t 上有 Px t = Qt - 


随机过程论 


10 


换句话说，通常可以构造具有任意预先给定分布的独立的随机元族.值得注意 

的是，以 （ s ， 激）作为对所有的 f € I 1 •的空间 （ s t ，诼）是不一样的.有时，在实际的研 
究会带来更方便（参见例 6). 

下面在§12中这个定理结果的注释与 Kolmogorov 定理（定理 4) 的联系，可参 


见习题 1. 


§9. 以后，我们不只一次看到，着眼于独立随机元序列，可以成功地构造出许多 

重要的过程.现在就给出一系列这样的例子.值得注意的是，只要基本资料足够充分 
就可构造实独立随机变量序列,如习题2和3所示的. 

例1.设…是在某个概率空间 （ A 多， P ) 上，取值于空间 R m (m > 1) 的 
独立随机向量.随机过程（具有离散时间） 




G Z + = {0, 1，… }， 


⑼ 


n 


称作随机游动* 

如果想象单个粒子在0时刻处在心,并且在每一时刻（离散的 ） n e N 都有位移 
量匕，则向量 ( n , S n ) 将给出这个粒子在时间和空间的坐标. 

设…是独立同分布、非退化、非负随机变量 序列. 称作更新过 


例 


程，如果 




X 0 ( cv ) = 0, X t ( u ) 


( 10 ) 


t > 0 


sup < n : 






一般总假设，若是在空集上取和，则认为是0,因此，如果 > t ，有 x t ( u ) = o . 

般来说，这样的随机变量 x t { uj ) 取值在 I = MLKoo }， 这时 a ~代数涿(篮）是由集5 

和集 B [ j { oo } 组成，其中 S G 激 ( M ). 

下面来解释一下“更新过程”的名称直观含义.假设从 i 0 = 0 开始,在时刻用来 
分割区间，其长度为这时某个单元稳定性发生失常（例如，电子器件烧毁)，稳定 
性损坏，并且瞬间损坏的单元被同样新的替换.这时是在区间 （0, i ] 上总的替换（“更 
新”）数量 X t . 过程 X = { X u t = [0, oo )} 的轨道在图2给出. 

例3•⑴ ，多， P ) 是某个概率空间， { vjJeN }, 两个非负随机变量序 

列，且^ N } 总体上独立和 Law(6) = Law(^i),Law(? 7 : /) = Law(7?i),j e N . 

对给定的正常数 t / o , c , 定义过程 






%如)， 

7 . = 1 


( 11 ) 


Yt { oj ) = y 0 -\-ct 


t >0, 




这里 X t ( uj ) 是根据 （10) 式给出的.在 Cramer - Luenberger 保险模型中用到形式 
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X t (co) 


2 


O 


吾 i( ⑵) 


⑼ 




i 2 


(11) 类型的过程（参见，.例如 [86; p .99])， 这里如 是公司初始 资本， 是保险费增加 

# 

速 率，％ 是在随机时刻巧= f 匕 (j g n ) 支付数量，而 y t 直观上体现公司在时刻 t 

i^l 

的资本， 


例 4. 设…是概率空间⑴，多， P ) 上，取值于股，爪> 1) 独立同分布随 
机向量.引入经验测度 


P n ( B : uj ) = - B e 溪 ( R m )， 

n 

3 = ^ 

利用定义 3, 很容易看出对每个 n e N , 公式 （12) 给出一个以 Borel 集 B 为指 
标的过程，即这里 T = ^( R m ). 

可以从某个类龙中取函数/来代替 （12) 式中的集示性函数 1/?. 这时，函数/ 
应具有一定可测性,给 出了一 个以函 数族为 指标的过程. 

例 5.设 {QJ e Z d } 是由取值于]独立同分布随机向量所形成的随 机场. 
设 / i 是 ^( M. d ),d > 1 上 a - 有限测度4 . 定 义部分和过程 

S n ( B , uj ) - 丑 e 潔 ([0, l ] d ), 


( 12 ) 


n G N 


(13) 


n G N , 




{ j d - 1, 3 d ] 是以 j e Z d 为上 顶点的 单位立 


方体 ， nB = {x = ny:ye B }. 换句话说，这里与⑼式的区别在于取 和的加 权形式 


• X 


* 


不同 


例6 .设 A ( A 关 0) 是在某个可测空间 （ S , 潘） 上的有限测度•设 KA ， X 2 , … 
是概率空间 P ) 上独立随机元，且 Y 是具有参数 A ( S ) 实 Poisson 随机变量, 

而…是可测独立同分布随机变量1且当 B G 涿时，有 P Xl ( B ) = 

_ 

在 （ S , 满）上 ， /x 是 tr - 有限测度，如果有 S = IJ S n , 这里 S n €氣 / i ( S n ) < 00 ，对任意的 


n 6 N* 
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A (5)/ A ( S ), 由定理2可知，这样构造是可能的（值得注意的是，这里涉及 Y 和 A 是 
取值于不同的空间).在潑 x D 上，引入函数设 


y(o；) 


Z ( B ， uj ) = E ib (硕 )) 


(14) 


(当 Y ( u ) = 0时, Z ( B , u ) = 0). 公式 （14) 定义了被称作 具有强度测度 （或 导入测度) 
A 的 Poisson 随机 测度. 当 A 是 a - 有限测 度时，将在本书的附录中讨论， 

4 

§ 10 . 现在我们研究以前给出的,而且经常所遇到的随机函数的定义.将随机函 
数 X = G T } 一方面想象为一族随机元 X ( t ,.),( € T ， 另 一 方面更方便地 

想象为在 ( n ,^) 上 一个随机元,取值于由 t 上 函数所 构成的可测空间中. 

这种思想是很简单的.每一个 uen 都对应一条轨迹 X (- M , 即根据 


X(u) ： =X(^uj) 


(15) 


引入映射 X . 

既然我们随时都要与对象的可测性打交道，那么就应该仔细分析由映射 （15) 所 
带来的可测性问题. 

.为此，研究笛卡儿 （ Descartes ) 积 S T = f ] St (当对所有 i e T ， S t = S 时，也用 

t^T 1 

或 S T 来表示)，它是由对 t G r , y ⑷ G S * 在 T 上那样的函数 2 / = 2 /⑴所组成. 

每一个随机过程叉 ={X ⑴, t e T } 的轨道 是耷间 Sr 上的元素. 

我们将解释对每一个集合 jB c S r 的类都有 {w •. X { u >) e B } e 这时, 
结论 1 保证 X 是 - 可测的. 

引入基本柱集全体作为集合类即如下形式的集合 


t^T 


C T ( t ， B t ) = {y eS T : y ( t ) e B t }, 


这里对 f e r ， 历 e 涿（而 f 和岛是变体)，形象化地说，是由在点 t 通过“大门” B t 
的那些函数 y e S T 所组成（参见图 3). 


T 


图 3 
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值得注意的是，既然对每个 t € T , X ( t , 0 G 于是有 

{u : X ( oj ) g Or ( t ， B t )} = {cj : X ( t y cu ) e B t } e 淨 


引入下面的定义. 

■ 

定义 6. 在空间 S T 中，由基本柱集类^所产生的 a - 代数遂 T 称作柱集 


(J — 


代数 


对激 T 也用 ® 爲来表示，称作 a - 代数 m u t ^ T 的乘积 a - 代数.如果对 

tGT 

所有 k T ， S t = S 和涿=滅则也可用符号贫 11 代替廢 T . 

裉据结论1,由 （15) 式所给出的映射 x 是 ^\ m T -可测的 
令人兴奋的是,相反的结论也成立.为此,定义坐标映射 

v { t \ 这里 t € T , yeS T . 

e 脚 I 涿，这是因为任意集合 玖 e 為的 
原像都是空间 St 中 的基本柱集.根据注1,可以说 ， CT - 代数邊 t 是由一族坐标映 

射町,以 er 所产生的，即 


St ~^ S ^；, 设 


丌 


(16) 




很容易看出，对任意的 i e T , 有 


^ T } t 


m T = Cr {7 T^t : teT }, 这里 TT^t = {7 T^ t B t : B t G ^ t } 


(17) 


显然，对任意的 i G T 和 w e Q 有 X ( t , u ) = 7 T ^ X ( aO . 复合的可测映射给出了 
一个可测映射（相对于所对应的 <7 -代数).于是有下面的定理. 


定理 


随机函数 X = { X ( t ) } teT } 的等价定义是映射 （15) 式是多 I 潘 T - 可 
测的.换句话说，族 x = { x ⑴, ar } 是一族多 | 减-可测随机元 x ⑴， teT ， 当且 
仅当映射 (15) 式是多 | 麥 r - 可 测的. 


夸 


值得注意的是，在这个定理中，没有涉及可测空间 （ a 多）上任何概率测度 p . 
显然，潑 T 可以是由基本柱集的所有有限交所组成 7 T _系所生成的. 

由定理3得到，每个随机函数 X ( t , u ) 可看作为随机元 X ,它都诱导出在 （ S r , 
3§ t ) 上的概率分布 Px . 这样，对属于 

X {-, u ) G B ). 


代数满 T 的集合 B ， 可以说概率 P ( a ; : 


a - 


§11.设是可测空间族.对每个 n G N 和任意彼此不重复的点 

, t n GT , 引入由 形如历 ： xB t 
矩形”所产生空间 S tl ， 


的 


…乂 B tn , B tk G ^ tk ik = l , 

S tn 上的最小 a - 代数,记作激 
设 X = { X { t\t e T} 是概率空间 (a,^,P) 上与可测空间族 (S t ,^t) teT 相应 

的随机函数.对所有的 n G N 和 h ， …，& G 7\随机向量€ = ( X ( tiL ),. ， . ， X { t n )) 是 

可测的映射，这是因为根据推论1,有 




，n 


* • 4 


=s 


a 


X 


X 


尤1， …， t 


ti 


，尤 


* »» 




yt 


B tn ) = C \{ X { t k ) e B tk } e ^ 


C l {Bu x 


X 


4 • 
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定义 7. 对 rz e N 和“，•• 
X ( t n )) 的分布所生成的测度 F \， 


上，随机向量 （ x ( to , 


， t n G T 1 ， 在潘 

称作随机函数 X = e T } 的 有限维 


亡1， *■ ’ ，^ r 人 




*44 


n 

* 


分布 


B ‘有 


这样，对“矩形” C = B tl x 


，X 


n 


( C ) = P f ]{ X ( t k ) eB th } 


(18) 


P 


亡1，…，亡 


71 




由 （18) 式立刻可以得出，对每个 n 彡2,所有的 h e 了和执 ， e ^ th {k = 

) ，对（1，…, n ) 的任意置换 ( hr - , in ) 都满足下面的对 称性和相容性条件: 

B tJ = P U , 


1， 


，n 


« • 


{Bu 


( B til 


x B ti „) ， 


1° P 


X 


X 


X 


畢 » « 




■ 


* 蜃 




* * * 


TX 


xU 


X S t J = P 

事实上，因为 （18) 式右边不依赖于事件的交是什么样的次序，从而 1。 成立，而 

2。成立是因为 { X ( t n ) eS tn } = Q . 

不难发现，条件 1。 和 2° 等价于条件 1° 和 3°, 这里条件 3° 是指，如果对 

1, … ， n 取= S tm ，于是导致在其中和 


{Bu 


(Bt 


' x B t 


o 




2 


X 


X 


_ _ 


t 


亡 1 — 1 


n — 1 


* * 晖 


广 n 


B t J 中任意 




P 


x 


x 


m 




* * * 


亡 1 ，…， k 


B trn 同时“消失”: 

3° P 

B t , x B t 

v rri — l ° 


X B tn ) = P 


，…，亡 71 C 召尤 1 


( B tl x … x S t 

… X D . 


X • 


X 


X 


* «• 


tl, 


—11 


亡 1 ，…， trr 




■ * ， 


■ _ « 


n 


7^rri 


i ) 


x ， 


m + 1 


的指标 ( t U …，亡 n ), 一般是彼此不同的点 t u …， t n , 如果 

不是这样，我们就可以简化为较“短”的向量，它们是由彼此不同的点 t k eT 所组 
成，例如 - 


注 2. 测度 P 


tl 


，亡 


■ *. * 


n 


Pt ^ x B n ) = P ( X t G 二 P ( X t e B ' nB ") 

= Pt ( B f f \ B ff y 


§12. 定理 2 (Lomnicki - Ulam ) 指出根据在可测空间 （ S t , 爲 )， t € T 1 上定义的 

任意一个测度族 QuteT 通常都可以构造（唯一的）概率空间 ( Q ,^, P ) 和独立（依 

测度 P ) 随机元族不 = X t «t e T 使得 P Xt = Q *， 即 Law ( X t | P ) 二 Q t . 

这里特别要指出的是下面两件事.一方面,在这定理中对空间 ( S u ^ t ),t eT & 

有要求任何拓扑性质.仅仅假设是可测空间.另一方面，这个定理没有给出是否能 
构造出概率空间和它上面的随机元族 T 使得随机元 X tl ，… , X tn 的联合分 

布与预先给定的概率分布 Q tl ， 

是“一维”分布 Q tl , • 

不同的点）才能构造. 

与此相关的是著名的 Kolmogorov 定理 (1933 年在他的德文版小册子“概率论 

的基本概念”中首次 发表; 参见俄文版 [34]). 为了详细叙述该定理,我们需要下面的 


相重合.定理 Lomnicki - Ulam 仅仅确定对测度 

， Q tn 的直积 （ n > 1和 h , …， t n 是集合 r 中彼此 


* « 4 


n 


Qt 1? 


p ^ 


* - 


n 


定义 


E > 

_ 
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定义 8. 可测空间 （ S ， 均和（ V , 〆 ）称作 同构的 （记作 （ S , 均〜 ( V ,^)), 如果 
存在——映射 — 使得 /i e M h~ l e 4 風如果 V 是 [0,1] 区间上的 

Borel 子氣和 〆 是 V 的 Borel 子集产生的 a - 代数（即 W = Vp |^([0,1])), 则与 
其同构的可测空间 （ S , 潑）称作 Borel 空间. 

注意， 拓 扑空间 （ S ， 激） 称作 波利希 ( Polish ) 空间， 如果存在距离将 S 转化为完 
备可分距离空间.例如具有欧氏距离的空间 R m 是 Polish 空间.众所周知（参见，例 

如 [41; 卷 1]), Polish 空间中任意 Borel 子集，并且和由自己的 Borel 子集所生成的 

代数是 一 个 Borel 空间. 

定理4 ( Kolmogorov ). 设 （ S t , 藏)拓 : r 是 Borel 空 间族. 并设在空间 

上，这里 n e N 和彼此不同的点 h ， t 2 ，…， t n G T , 其上给定 

满足对称性和相容性条件1°和2。的测度(参见 §11), 这时存在概率空 
间⑼ 多， P ) 和其上随机函数 X = G T } 使得 X 的有限维分布正是测度 


a - 


P 


tl ，…， * 


证.这个定理和与它等价形式的证明在附录1中给出 .口 

Kolmogorov 定理的最初形式是基于实随机变量的相 容的有限维联合分布函数 
系来构造实随机变量族 XuteT (任意集： T 的点作为指标). Kolmogorov 给出的证 

明包括了（经适当变形）前面我们所述的更一般的结果.与此相关，应该说的是，如 

果 T = N 时, Kolmogorov 定理就变成了丹尼尔 （ Daniell ) 定理（参见 [112]). 因此当 

T 是任意集和任意 Borel 空间族时，定理也称作 Daniell - Kolmogorov 

定理. 


注 3. 设在集 T C R 上定义随机函数 X = { X { t ), teT }. 这时根据条件1。可 

以对 h <… < ‘的有限维分部进行研究.另一方面假设在空间 （ s tl ， 

上给定测度 

些测度满足条件3°,则根据 Kolmogorov 定理可以找到随机函数 X = G T }, 

使得对任意的指标向量 （ h ， t 2 , … ， t n )， t：i < t 2 < ^ 








* * * 


■ 丨礬 


e N . 如果这 


，这里 h < 


< t n , t k e T c R,k = 1,- 


， n, n 




• • 4 


，亡 


4 # 4 


t n , 它的有限维分布与测度 


< 


相同. 


P 


^1，亡2，”， 


的对称性和相容性条 


§13. 我们还要给出今后用到的另一种关于测度 F \， 


yt 


« « _ 


n 


件形式 


， i n )， 定义映射 


, t n e T 和指标（1， n ) 的一种置换 （ ii , 

S * ■，设 


，对 n > 2 ,亡 1 ， 


« * v 


r n 和 Uh 


X St 




^ n：T 


X 


X 


X 


(19) 


• ， ^n) — (Ai ， • 

• ， x 


引入映射 e n ：r 

0 n (t 


i tn) — {ti\ ，.… ，亡 i n )， 史 n (工 1， 

T 71 - 1 和 <9 n : S 

，亡 n ) = (亡 1 ， ’ • _ ，’ n — 1)， ㊀ n ($ l ， 




* * 


W _ 


■ 


x k — s fl 


X 


X 


* 




， ^Tl) = (本 1 ， 


( 20 ) 


. « 


1， 
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同样字母的大小写，实质上是强调映射作用于不同的集合.指标 n 在 （19) 式和 （20) 
式中经常是不写出，也不指出它们依赖的点 h ，…， m 和 

引理10，对每个 n ^ 2和所有的 r = ( ti ， 

此不同的点.测度 p T = p 
于下面两个条件： 

( A ) P 打 = PJ - 1 和 （ B ) = P t O~K 

证.首先研究在空间 S tl ,.., t n 上由“矩形” B tl 

里 * 1 ,^ 2 , - , t n € T(n G N ), 然后利用引理 2 证明. 

§14. 在构造具有实值的随机过程中，经常更方便地利用在欧氏空间 M n (具有 
Borel a -代数 3§{ R n )) 上测度与它的特征函数之间的-对应. 

定义9•在 （ R ' 咧， )） 上，被称作测度 Q 的特征函数，如果 


XI, 


， 


， t n )， 这里 tu …， t n 是集 T 中彼 
的对称性和相容性条件1°和2° (或1°和 3°) 等价 


亡1， … ，尤 


B tn 所组成的 7 T - 系，这 


X 


X 






c ^ q ( A ) = / exp { i ( A , x )} Q ( dx ), A G R n , 


( 21 ) 


R 


2 


这里 ( A , a ;) = Yj AfcXfc , 

众所周知「(参见，例如， [85; 第 II 章， §3]) 分布函数 F ( x ) = Q ((- oo , x ]) 这里 

) € R n . 完全确定了在 （ R n ， 
^( R n )) 上的测度 Q . 如果在点 a : 上,分布函数 F 二 F { x ) 是连续的，则它的值是由 
它的特征函数的逆变换公式 确定： 


1 


: ， 0 ? = {xi, 


(― oo,x] = (― OO, X\ 


X…X 




— OO , x n 


dy dXexp {- i { X , y ) - a 2 | A | 2 /2}^ Q ( A ), (22) 


F ( x ) = (2 开广打 lim 


0 + 


(—OOjX] 

_ 

这里 | A | 2 =〈 A ， A 〉, c?A 和办表示对勒贝格 ( Lebesgue ) 测度的积分（参见， [85; 第 E 
章，§12,定理 3]). 若知道函数 F === F { x ) 在它的连续点上的值，则完全确定了该 

函数 F . 这就是说，特征函数完全确定了在潑(，）上的测度 Q . 注意，如果仰 

激 ( R n )， cU ), 则在 （22) 式中可以设 cr = 0 而不是取 (J 的极限. 

回顾 Lebesgue 积分的变量替换公式.设 （ S ,0，( V , 〆 ） 是可测空间， g ： S ^ 

是 ^ - 可测映射和 h :\/^ R n ,he ^\^( R n ). 这时，根据假设,下面积分存在 


M 


G 


V 


J h(g{x))Q(dx) = J^h(y)(Qg~ 1 )(dy), 

这里，向量函数的积分是按坐标取的，而测度 Q 是定义在 （ S ， 溪）上 .（23) 式中的两 

_ 

个积分同时存在与不存在,而如果存在，则同时它们相等（参见， [85; 第 I 章, §6]). 

设在可测空间 （ S , 潘）上给定^ - 有限测度 M 和〃. 测度# 称作相对于测度 

绝对连续（记作 / x 《 I /),如果由于 ^(,4) = 0导致 fi ( A ) = 0. 根据拉东 ( Radon ) 


(23) 
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尼科迪姆 （ Nikodym ) 定理（参见，例如， [35; p .405]), /i < z /当且仅当存在函数 

/ € 称作 测度" 相对于测度"的密度，用 dix/dv 来表示，使得 


"㈤ = 


f ( x ) u ( dx) z A G 風 


(24) 


A 


众所周知，当 " 《1/时,对函数 h ： S ^ U n , he 剩潘 (，）下面公式成立 


J h { x ) fi { dx ) = J 


h ( x ) f ( x ) i /( dx ) } 


(25) 


这里两边积分是同时存在的（此时它们彼此相等) 


定义10.设⑼多, P ) 是概率空间.随机向量 Y : n ~^ R n (Y e ^\^( R n )) 的 

特征函数是 ， 


ipvW = Eexp{i(A,y)}, AGM n , 


(26) 


这里 E 是关于测度 P 取数学期望. 

由公式 （21) 和 （23) 看出 


W (入) 


exp { i ( A , Y ( u))}P ( du ) 


n 


exp { z ( A , z }} PY ~ 1 ( dz ) = ( fp Y ( X ), 


(27) 


M 


即向量 y 的特征函数与它的概率分布的特征函数相同. 


§15. 设在空间 ( R n ^{ R n )) 中测度族 P t ,t = 

此不同的点（任意的 neN 和 r 中的 t ! ，… , t n ), 用 
征函数. 


(亡1， …， M ) 其中亡 1， 


，亡 n 是彼 

^ r ( A ) 表示测度 P T 的特 








如果测度 P T 是随机过程 X = G T } 的有限维分布，这时有如下的 


形式 


Eexp ^ J ] x (4) A fc L A = ( A 1? 


，入 n ) G R 


(28) 


= 


k=l 


由此可见特征函数在向量 T 和 A 的坐标同时进行置换时不变，并且特征函数将 

在向量 t 中“消失”的坐标用0代替 A lr -. , A n 中相对应的变量,可以得到“较短” • 
向量 T 及其特征函数 




可以证明，这些简单的条件完全等价于测度的对称性和相容性条件1。和2。（参 


见； §11) ‘ 


定理 S . 在空间 （ R n ， 涿 ( R n )) n y 中测度 P T 

相容性充分必要条件是对任意的 AeE 

件： （ a ) ( p ^ r (^ X ) — (入）和 （ b ) ^ pQ r { OX ) = yv (6> A ,0)， 这里映射 和 ㊀ 是 

在 §13中定义的（且 S t = R,t e T 7 )， 而对 A = ( Ai , ••- , A n _ 1? A n ) G M n ,(@ A ,0) 

(入 1，…， 入 n — 1， 0). 


{hr - , t n ) e T n 的对称性和 
e T n 和 n > 2 同时满足下面两个条 


，了 




，了 





(入) 


i (A ) ， A G M 

i (")， /i e IR 


n— 1 


= Wp 丁 e— 


). 根据引理 8 可以找到取值于 r " 的随机向量 y T 使得 


对 n 彡2 (注意 w 

P T = Py r ， 因为 Py ^- 1 ^) = P ( y r G = P (^ Y r E B ), 这时 P T ?^- 1 是向量 


V^P 


^ y t 的分布.于是 


_ n ( A ) = Eexp { i {^ F r , A >} = Bexp { i ( Y r , ^ A >} =少以!^■丄 A ), (31) 

这里我 们将⑥ 与给定的映射的正交矩阵不加区别（这时 W ^是矩阵少 

的转 置 ). 根据 （ 31) 式条件 （ 29) 具有形式 ip^ T (A) = p T (P _1 A),A e ]R' 从而等价条 

件 （ a ). 类似地， 

^PeY T (fi) = Eexp{i(6>y r ，/ i)} = Eexp{i(Y r , (" ， 0)〉} =： ^ n ((/i,0)), //G IT— 1 . (32) 

这样 ,（30) 式等价条件 （ b ) 

注 4 •设 X = , X m ( t)),t e T } 是取值于] R m 的随机（向量）过程, 

对任意的 n € N 和 …， e 7 1 ，研究向 量匕， 

&(&) ，…， X m ( t „)), 在 ^( R mn ) 上具有分布和特征函数 4> t u …， t n ( Xh 这里 

入 = (入 1 ， …, A n ),Aj =( 入》”， 

( R mn ^( R mn )) 上给定的测度 P T ) 定理5也是成立的.在这种（向量）情况，在条件 
⑷中坐标 t u …， t n 和 At ，…，同时进行置换时不变，在条件 （ b ) 中将在向量 A 
“消失”的坐标 A n 在] R m 中用0向量代替. 




( Xi ( ti ), - - - …, 




，_章 


才 )） GR，j = l ， …， 


对向量的情况（对在空间 


，n 


* 


§16. 更详细地研究 a - 代数激 r 的构造.我们还需要一些新的概念.对子集 
UCT (一般来说， C 不假设是严格包含）类似于空间 S T 和 (7 -代数麥 T ， 定义空间 
Sr 和 a - 代数激 c /. 不难发现，对有限集 c / = { L …，^}， a - 代数激^从某种意义 
上与在§11引入的 a - 代数溪 


很相近.区别在于，当运用的是函数（而不是向 
*), U 中点是以什么样的次序计数是不重要的.如果 V C [/ C T 则定义映射（“投 


亡 1 ， … ，尤 n 


影 ”） ^uy : S [/ — Sv 根据公式 


(33) 


y\vi y e Sjy 

这里是在集合 C / 上函数 y 压缩到集合 F 上（参见图 4) .当 V 是由一个点 t 所 
组成，则代替 7 T T ， { t } 写成像在 （16) 式中的 7 T T , t , 由推论1可以得到 

TT^y^v C 激[/，对 y C C7 C T ， 


^uyy = 


(34) 
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证.由于空间上的测度与其特征函数是 一一 对应的，所以引理10 
条件 （ A ) 和⑻等价 


2 3 
/ —\ /_ ' 
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y\v 


y 


v 


u 


蜀 4 


Bp TTfj^v ^ ^ u\^V {^ V 中基本柱集的原像是 S (7 中的基本柱集)，对 F C ?7 c T " 有 


因此 


^ t,v — ^ uy ^ r.u 


= 丌 7 1 ’!/ (丌 " } V (丑 v )) ， 


(35) 


这里 By 是潔 v 中的任意集. 

_ 

对任意的集合 c/c T 在 f 代数潘 L 7 中都存在自然嵌入的 a- 代数潑 T . 为此 
定义 深 T，U = TT^U^U. u CT. 不难看出，这个集合系 潔 T，U 是包含在潔 T 中，作为 

在可测映射下 a L 代数的原像的 a - 代数（参见 （34)). 

在 (7 -代数 减/和 ^ T . U 的集合之间可以建立 一一 对应： 


Bu = Bu x JJ 

ter\u 


3 Bu 


St G 溪 T ， u , 


(36) 


并且 B u f]B[ / = 0^B u f]B f l 


=0 


u 


除此 之外， 对 y C C/ C r ， 根据 （35) 和 （34) 式, 


^T } V = = 爪 T,C/ ( 兀 (7 ， V 潑 V) C — 潔 T，U 


(37) 


记 


U 溪 T 


贫 T = 




JSF(T) 


这里 F { T ) 是集 T 中有限集全体（即 C G 贫 T 公 3 J G F ( T ) : C e 琢 r ， j ). 

考虑到 （37) 式，看出於是由所有的柱集 C 这里柱集的基 B 

滅 /, JeF ( T ) (自然， (7 同样可以写成 C = 汉; x ；Q S ^形式）所组成的（“柱 集”) 


G 


J 


ter\j 


代数 


为了解释清为什么在这里称作 “柱” 的含义，取空间 R 3 中，& = 0 时平面中的 
集合 S 和所有它的点都“乘”上直线 E . 这样，得到集合 


jB X IR = {x = (xi,X2,Xs) € M 3 : (Xi ， X2) G B, X 3 G E}, 


显然，这就是在一般几何意义下的柱 
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§17. 众所周知，可以是由不同的集合类产生同一个 a - 代数.应用到 a -代 
数麥 r 上，有以下的定理， 

定理6•设: T 是无穷集和 N ( T ) 是所有: T 的可数子集的全体.这时，对 a - 代 

数潘 T 下面的表示 成立： 


U 溪 T ， u ， 

UeN(T) 

_ 

证. 既然,对每个 c / C T , ^ T,U C «^ T , M C 和 >{%} C 激 T . 另 ^ 方面 

TT ^ t C ^ T , 因此根据 （17) 式激 T c (38) 式中第一个关系式成立. 

’证明 W = U ^ T , u 是 a - 代数.设 4 € 〆 ，即对某个 w e N { T ) (n G N ) 

UeN(T) 

A n e 溪 T ， u n . 根据 （37) 式得到 深 T ， Un a 溪 T ， u , 这里 C / 二 u e N(T). 因此 

' n=l 


= tx {^ t } 和 — 


(38) 


\J A n e m TyU c 显然,集合系 W 是满足 <7 -代数的其他性质，与此同时，对任 

臺的 t G T ， 可以取（因为 r 是无穷集）集合 C / ⑴ G N(T) y 使得 f G Uit). 这时,对每 

d 总之聲 r c ，除此之外 , W c 麥 r ， 因为对每个 


个 t e I 1 有溪 

C 7 C T 有 溪 T、u c 溪 T . 这就意味着潑 T = 〆. 从而证明了 （38) 式中第二个关系式. 


C 潘 


TAt } 


T ， U(t) 


□ 


定理6明确地指出，函数 y ( S T 中的 y ) 从属柱集 a - 代数溪： r 中的集合 B 的 
确定仅仅是由在某个可数集 UcT 上的取值所定（而 C / 选取只是依赖于集合 S ， 如 

果: T 本身是可数集，则 （38) 式导致自然等式麥 r =紙 vr ). 

假设 T = [0,1] 和对 S t = 6 T . 这时，由前所述可知，例如， C [0,1] i ^ T , 

这里 C [0,1] 是区间 [0,1] 上实连续函数集.对任意的 a G 艮集合 M a = { yeS T : 
sup y ( t ) < a } 是不可数（对每个 t € [0,1]) 基本柱集 {ye S T : y ( t ) ^ a } 的交，因 

代数的性质，不可能确定有 M a €激 T . 现在，我们较多地讨论“对每个 
a G ' R ,. Ma 完全是不包含在激 T 中' 

这样，当 T 是不可数集时，就发生了严重困难，这就使在轨道空间中许多有意义 
的集合都不包含在以柱集 a - 代数中.因此，一般来说,对它们是否可谈论包含过程 
轨道的概率,就不得而知了（参见练习 22). 

§18. 如果（几乎所有的）过程 X = { X ( t),t G T } 的轨道在所有轨道空间 S T 
中“较好的”子集中，则问题将简化.为了解释这一情况,要求下面的结论. 

引理11•设 S u teT 是具有距离 p t 的可分距离空间，且風=潔 ( S t ) 是 Borel 
a - 代数； F ( T ) A T 的有限子集全体.这时空间 Sj , J e F ( T ) 定义在 J 上的函数 
y ( t ) y y ( t )€ S t 并且赋予距离 


teT 


此，由 


(39) 


pj ( x ， y ) = maxp t ( x ( t ), y ( i )), x,y e Sj ， 


teJ 
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是可分距离空间.这时涊即柱集 a - 代数与 Borela - 代数相同，除此之 
外，如果，空间 S tl teT 是完备的（从而是 Polish 空间）则 Sj 是 Polish 空间. 


证. 显然函数以具有距离的所有性质.在这距离意义下函数 y n (0 G Sj 的收 
敛性等价于对每个 i G J ， 在空间 （ S „ A ) 上，当 


时的收敛性.很容易看出 


( Sj . pj ) 是可分空间 

公式 


= y ( t ) 所定义的“投影 


Sj — 是由 (Sj,pj) 至 U(S t ，内）的连 

续映射.因此对任意的开集 e 潘 ( S f ) 有 7 Tj f l ( G t ) G ^( Sj ). 根据推论 1 对任意的 

Bt e 涿 ( S t ) 有 7 vj } B t e 潘 ( Sj ). 由 （17) 式看 fcb 涿 J c 涿 ( Sj ). 特别强调的是最后的 

一个包含是不要_ S u teT 的可分性. 


?? 


兀 j，ty 


兀 J，t : 


现设 G 是 ( Sj , pj ) 中任意的一个开集.由于距离空间 ( Sj , pj ) 的可分性，集合 
G 可以表示成可数个开球的和（作为练习请验证或看 [35; 第 I 章，§5,第三段 1). 球 
BM = { zeSj ： pj ( x , y )< e } 乃是在 Sj 中的“矩形”.因此,任意开集 G 都可以表 
成可数个岛中“矩形”的和.因此 ^{ Sj ) C 

如果空间 S u teJ 是完备的，则 Sj 也是. 口 


注 5. 我们已经建立起在可分距离空间中 ， Borel a -代数与由所有开球（也即 
闭球）所产生 a - 代数相同，在不是可分空间， 一 般来说 ， (T - 代数可能不相同. 

设 r 是某个距离空间 v 中的紧集，而 s 是具有距离 P 的 Polish 空间.弓 | 入定 
义在集合 r 上对每个 t 取值于 s ， 引入连续函数 : c = 的空间 c ( t , s ). 赋予这 

个空间一致距离 


p c 〔 x ， y ) = sup p ( x ⑴， y ⑴)， x,y e C ( T , S ) 


(40) 


teT 


在空间 C ( T , S ) 中柱集 (7- 代数定义为由 n CiT , S ) 集合系所产生的 a - 代 
数.换句话说，在空间 St 的每个柱集中只剩下连续函数,然后在 C ( T , S ) 中再取包 
含这些“连续柱集”的最小 a - 代数. 

引理 I 2 .引入的连续函教空间 . C 7( T ， S ) 是 Polish 空间.在这空间中 Borel 

V 

代数与柱集代数相同. 

证.第一个结论是非常简单的，不讨论.与引理11的证明一样，可以证明空间 
C ( T , S ) 的柱集 a - 代数包含在它的 Borel a -代数中.为了验证相反的包含关系,我 
们取集合: T 中可数稠密子集 M . 这时闭球 B r ( x ) = {ye C ( T , S ) : p c ( x , y )<： r }, 这 
M x G C ( T , S ) 和 r 彡 0, 可以表示成 


(7 — 


B r ( x ) = n 切 € C ( T , S )： p ( a :( t )^ W )^ r }, 

teM 

即在 C ( T , S ) 中柱集的可数交，由注 5 可得该结论. 口 


( 41 ) 
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下面的结果可与定理3作有趣的比较、 

定理 7. 设在某个概率空间⑴，多， P ) 上的随机函数 X = { X ( t),t G T }, 几乎 
所有它的轨道位于在前边所述的空间 C { T , S ) t - 这时在 （15) 式中引入的随机元 X 

是 ^|^( C ( T , S ))- 可测映射. 

证.设6表示那些点 

_ 

(根据条件有 P (^) = l ). 利用 （41) 式得到 , 

龕 

{u ： X(u) e Br(x)} = n {- G Q : p(x(t) ) X(t^cu)) ^ ^ Q : X(uj) G S r ( a :)}, 


^ 的集合，对这些点在了上有连续的轨道 X (^ U ；) 


cv 6 


teM 


考虑到函数/0的连续性,对所有 ： r (.) e C ( T ， S),t e T 和 r 彡0有 


{ a ; : p(x ( t ) , X (t , u )) ^ r } 6 ^. 集合 { a ; ^ 17 : X ( cj ) G B r ( x )} C 


而概率空间（如前边所述）总是假设是完全的,也就是，这个集合同样属于多. 

由注5得出 X 的可测性. 口 

例 7. 研究: T = [0, 1] 和 S = M (具有欧氏距离 p ). 验证对任意的 a e 艮具有 
几乎处处是连续轨道的过程 X = { X ⑷， t € [0,1]}，集合 { sup X ( t ) 彡 a } e 多. 

泛函 / i ( x (-)) 

( R , p ) 的连续映射，因此， /i €潔 ( C 7([0, l ]))| 满 ( R ). 除此之外，根据定理7有 X 
多哆 ( C ([0,1])), 显然对每个 a e 1 R 有 


te [ o , i ] 

C([0 ， 1]) 是由空间 （ C([0,l]) ， p c ) 到空间 


sup a : ⑴，这里 

te [ o , i ] 


x G 


• 


€ 


{u : sup X^^cu) ^ a} = {a; : h(X(cu)) ^ a}, 

• 择 [o ， i] 

♦ # 

可测映射的复合是可测的（相对于所对应的 a - 代数)，得证, □ 


§19. 如果在可测空间 ( S T ^ T ) 中给出测度 Q ， 则与引理8相应的随机函数 
X = {叉 ⑴， i e 巧具有自己的概率分布测度 Q (即 Px = Q )， 它可以有如下形式的 


定义 


X ( it , Cl ?) = U ^(‘） G Sj 1 , t G T 

公式 （42) 给出了（参见 (16)) 一 族空间 S T 的坐标 映射; 这时也说,过程 X 是直 
接给定的或是以坐标形式给定的. 

设在 ( S T ,^ T ) 上有测度 Q . 这时在“压缩”空间 ( Su ^ u ), UcT 产生的测度 

Qu ：= Qtt ^ (“投影”或测度 Q 的像). 

对 V C C / C T , 考虑到 （6) 和 （35) 式有 


(42) 


Q 丌 r,V = Q ( 丌 T’Wf/’V) = (Q%^) 71 ^ 


第一章随机过程.随机过程的分布 


图 5 


进而在“压缩”空间中得到被称 作测度 Q 投影的相容性条件: 对所有的 VCUCT, 

在涿 v 上有 


(43) 


Qv = Qu^u.v 


对 T 中有限集(下面相应的也用/， J 来表示）给出等价 （43) 式的简单条 
件.由引理2得到在 ( Sj ^ j ) 上测度族 Qj , 这里 F(T), 是相容的当且仅当对任 

意的“矩形” Bi — {y e Si : y ( t ) e B t ，t e I }{ B t e 爲，亡 € /)， 对所有 J € _ F ( T ) 和 

/ c J W 1 


运用集合作指标（而不是有序点集）的测度会带来方便，是因为在 § ii 中所引用 
的对称性和相容性两种形式条件可变成一个相容条件系.这样，公式 （43) 就更让人 
很好地了解，在用来构造吉布斯 ( Gibbs ) 随机场时，条件分布相容性的思辑（参见，例 

如 [15]). 


(44) 


§20. 现在研究一下,什么样的随机函数在什么意义下可以认为是“无区别的” • 

定义 11_ 在概率空间 （ n , 多, P ) 上，给定过程 x = { X t ，t e r } 和 r = \ Y u t G 
T }, 且对任意的 t e 了取值于 ( S u m ), 如果对每个 t e T 有 


P(i0 ： X t (u) ^ Y t (io)) = 0 


则称作它们是 等价的 （或随 机等价的). 

此时，假设集合 : x t { u ) / Y t (u)} G 显然，对取值于中的过程 X 和 
Y, 最后等式成立是 自然而 然的.任何等价于 X 的过程 F 称作修 正的或者过程 X 

的修正 （这时 X 也是 y 的修正). 

常见 的等价的过程 （ X 和 Y ) 的例子， （然而这时,它们的轨道是有 “非 常大的 

差别”）构造如下： T = Q = [0,1]，多=激([0，1 ])， P 是[0:,，1]上的 Lebesgue 测度, 

X t (uj) = l {t} (u),Y t (uj)=0,teT,u ； en. 不难发现, X 所有的轨道都是 间断的 ，而^ 
所有的轨道是连续的. 
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定义 12. 过程 X 和 y (可能定义在不同的概率空间，但对每个 （G T ， 取值 
于同一个空间 （ s t ，涿 )） 称作广义下随机等价，如果它们具有相同 的概率 分布，即当 

Law(X) = Law(F) (在 鐵 r 上). 

设 x ^ {Xt , t e r } 和 : r = { Y t , teT }_ 是轨道在空间 s T 中的随机过程，这时， 
由引理2得出‘ ; Law ( X ) = Law ( F ) 当且仅当 

，D = Law(y tl , 

即当这些过程所有的有限维分布相同. 

很容易看出，等价的过程是广义下随机等价的. 

定义 13. 在概率空间 （ n , 多， P ) 上，对每个 t e T ， 取值于空间 （ S t ，馮） 的随机 
过程 x = {x u t G T } W y = { Y u te T } 称作（随机）无区别的，如果 

P ( o ；： X ( o ；) 一 Y t (uj), 对某个 teT) = o, 


L&w(X tl ， 


， D ， … ， t n E T ，n G N, 


(45) 


即这些过程的轨道 以概率 1 相同. 

■ 

_ 

注意，在该定义中假设了集合 A={u: X t {u) + y t ( u ;), 对某个 t € 的测度是 

确定的（进一步说是等于0)，即4 e 多. 

如果概率空间是完全的，则由于对每个 seT 有包含关系 

{cj : -X s {u) ^ y s ( cj )} C {u : x t (iu) _ Y t (u), 对某个 t e r }， 

得出无区别的过程是等价的. 

§21.与 Kolmogorov 定理以及根据有限维分布构造过程有关的一些事实. 
Kolmogorov 定理指出根据有限维概率分布系的相容性可以构造具有相同有限 
维分布的随机过稈.这时，、在 Kolmogorov 定理中特别强调随机函数是以坐标形式 

的： X ( t ， ui ) = u ;( t ), teT . 这就是说，在每个 i G r 取值于 （ S t , 藏）的轨道函数可能 . 

( t ), t € T . 从而，在这个定理中还遗留下一个公开性问题:根据给 
定的有限维分布所构造的这样或那样过程中,“好的”或称“典型的”轨道究竟能到什 
么样程度. 

今后,在许多论断中都含有如下说 法:“ 设 X = {XuteT} 是概率空间 
上的随机过程”.这时；概率空间本身的构造是不确定的，特别是当涉及只是与随机 
过程 X 的概率分布有关的时候.此时,经常需要研究给定的概率空间 （ A 多, P ) 上， 
除了 X ,其他的随机对象的必要.在这样的情况下，必须要概率空间是足够“丰富”， 
在其上能够定义这些新的对象. 

考虑到这样要求，可能处理的办法之一是，研究多, p ) 松张.也就是 

说，假设是某另一个概率空间.定义新的概率空间兩，充巧，设 

q = ax 歹 = 多 0 多 ' p = p<g)p ’， 


是任意函数 
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这里 莎％多 ’是在 QxQ f 中由“矩形” Ax A f 所产生的 a - 代数，其中 j e 多和 
A ， €少，对 A e ^, A f G 多'有 P(A X A 1 ) ：= P ( A ) P '( A ，). 然后，一对一的扩张到系 

上的测度艮若 X = { X t ( u ), teT } 是在⑴， 多, P ) 上随机过程，则自然而然可以认 
为它是在 ( S ,^ P ) 上给出.事实上，对 


( 山 〆 ）假设 


(46) 


X t (^) = X t ( u ;) 1 teT 


显然，对那样定义的随机过程 X = { X u VeT } 有下面性质成立 


(47) 


Law(XJP) = Law(XJP), 


即在嚴 r 上，概率分布和 Px 相同， 

当然，概率空间 ( Q ,^ P ) 要比概率空间⑴，多, P ) “丰 富”. 因此,,在讨论概率空 
间时,立刻应该认定最初的概率空间是“足够丰富”的. 

当 （ Q ’, 多/, P ') = ([0, 1]，潘 ([0, l ])， mes ), 这里 

Borel a - 代數相对于 Lebesgue 测度的完全化，扩张的⑴， 多， P) 被称作概率空间 
(A 多， P ) 的标准扩张， 


是 Lebesgue 测度， 潑([0, 1]) 是 


mes 


般地说，最重要的过程 x = { XuteT } 是对每个 i e r 随机变量不 
取值于同一个可测空间 （ S ， 潔).此时,经常会对过程的可测性方面增加些条件.为此, 
首先要作 的是： 

定义14.设 （ r ， 是可测空间.在⑴，多， P ) 上且对每个 * G T 取值于可测空 
间 （ S , 激）的随机过程 X = { X u teT } 称作可测的，如果映射 


§22 


(48) 


(亡, w ) —> G S ， cj ) G T " x ri 


是 〆 <8) 癸 I 潔-可测的. 

与定义有关的，要强调下面的重要情况：我们这里所研究的随机过程 X = 
{ X t ( u),t e T } 不是对给定的 cj 作为6 .的函数 .， 也不是对给定的 t 作为 a ; 的函 

数,而是作为可测映射 { t , u ) X t ( w ). 换句话说，我们所研究的随机过程是作为二 

元的（可测）函数. 

常见的, s 是距离空间和涿=涿 ( s ). 如果 r 是离散集合（有限或可数）和 w 是 
所有 r 的子集所组成的 cr - 代数，则过程 X 显然是可测的. 

引入过程可测性概念的意义是在于研究随好时间 
常会遇到随机变量 X tM ( o ;) (参见练习 27)." 

设是取值于可测空间 （ S , 潑）的独立同分布随机变量序列.下面 
的例子告诉我们，由于随机时间 r 的引入，可能导致的分布与 X n (n G N ) 的分 

布不一样. • 


G ^ K ), 我们经 
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例 8. 前面所定义的随机变量序列 X , U 2 , …和某个集合丑 e 激， Px ( B ) > 
0,定义随机变量 t (推广的，即取值于 S 中)： 


( uj ) = inf{n G N : X n ( uj ) € B } 


(49) 


(如果对所有的 n G N 有《 5 则 r ( u ) := oo ). 

试证，几乎处处 r < OO , 且找出 Xr 的分布.（如果 T ( W ) = oo , 则，例如，假设 

X T ( u ) = X { u ), 即认为 XooM = X ( u ).) 

不难发现 ， {r = 1} = { X 1 G B }, {t - n } = {Xi i B , 


, X n —\ ^ X n E 

J 5 },n > 2. 因此， P( T = n ) = P(X G B ){1 - P(X e B)) n ^\n ^ l . 从而，几乎处处 
r < 00 , 对任意的集合 Ce ^ 得到 


P ( X T eC ) = E p (a G C,r = n ) 

71=1 

= p(Xx G BC )4- X ； P { X n 

n^2 

OO 

= P(X G BC )(1 - P(X e B)) n ~ l = P(X e BC )/ P(X e B ) 

n=l 

= Px(C\B). 

有趣的是，如果集合丑与任意集合 c ^ m 相独立（在概率空间 （ s ,%， p x ) 中)， 

M x r 的分布与 X 分布相重合.并且只是对 B 有 P X ( B ) = L 

_ 

补充与习题 


1.对 Borel 空间族时，利用 Kolmogorov 定理（定理 4) 导出，特殊情况的 Lom - 
nicki - Ulam 定理（定理 2). 

有趣的是最简单的情况，当要求构造具有给定分布的实独立随机变量序列时,可 

以采用以下方法直接构造出 （ 不用 Kolmogorov 定理). 

设 Q = [0,1]，多=潘([0, 1]) 和 P = 


(Lebesgue 测度).研究数 cj € 的二进 


mes 


位分解 




(50) 


Cc； = 


fc=l 


这里系数 a k ( cj ) 等于0或 1. (50) 式的表示不是 一一 对应的.假设在表示不是 一一 

对应的时候,仅仅研究系数 a k ( uj ) 中具有无穷多个0的情况. 

验证在 （50) 式中，变量…，构成在概率空间上独立 
随机变量序列，并且 


參 


( 51 ) 


P(dfc = 1) = P(a^ = 0) = 1/2, A; 6 N 
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试证， 如果在某个概率空间 多， P) 上独立随机变量序列满足条件 （ 51 )， 则随 
机变量£ a k ( oo )2 ~ k 在区间 [0,1] 上具有均匀分布. 

试证 ， ftlS F 是某个分布函数和？ 7 是具有在 [0,1] 区间上均匀分布的随机 
变量（给定在某个概率空间上)，则 X { u ) = F inv ( U { ij )) 是具有分布函数 F 的随机 

变量（广义反函数 F' mv {x) 

Ry ) < 1，则 F inv ( l ) := + ob ; 如果对所有的 G R 有 FQ /) > 0,则 F inv (0) := - oo ) 

将在 （ 50) 式当中的量 


3 




f{y : F(y) ^ x},x e [0,1] ；如果对所有的 y € M 有 


= m 


• • ，排成下表的形式 


ai ， a2, 


6n (a;), 612(^), 

^21 (^)^22(^), 


(例如 ，= ^2^21 = ^3^31 — ^4 ? ^22 = <^5^13 =邮，…），变量 Un (^) 

OO * 

£ & nfc (a;) 2 - fe ,n€N. 




由习题2和3得出，对任意给定的分布函数 F U F 2 , …， 变量（取值于云= 

[- 00 , + oo ]), = F ^ nv ( U n ),neN 将是独立的且 P ( X n x ) = F n ( x ), xeR . 

(与定理6比较).试举例， M Xe 是集合 n 中某些子集组成的 a - 代 
数，使得由^ - 代数族所构成的 U 冰 V 不是一个^ - 代数 • 


4 


A € A - 


对引理 7 可以推广取值于 Borel 空间的随机元. 

设集合 G 是由函数 g : R d 组成，并且对每个变量都是不降的.试验证， 

G i 深 T { S t = G r = R d ). 同时，找出 Px ( G ) 这里 X ^{ X t = ^(1 + e 

R d },f : R d — M 是对每个变量都是不增的函数，而€和 rr 是在区间 [-1,2] 上均匀 
分布的独立随机变量. 

7. (与习题2比较）试证，在 （ Q , 多, P ) = ([0,1],^([0,1]), P ) 上，这里 P 是 

Lebesgue 测度，不可能构造（连续统势）伯努利 (Bernoulli) 独立变量族 X u t G M, 

即对每个 t 


5 


參 


P ( 見 =0) = P(X t = 1) = 1/2 


的随机变量 


试证，无论在什么样概率空间上，都不可能给出非退化实的独立同分布随机 
变量族 X ( t , u ), teR,u eT 2, 使得以概率1它们的轨道 X (., a ；) 在 R 上是连续的， 

(与定理4比较）设 C ( R ) 是在 R 上实连续函数空间.给出如下形式的柱集 

Dj = {x G C(R) : x(t) G B u t E J}, B t e ^{R),t G J 和 J G 卩 ( 股 )( 尸 (M ) 是 M 

中所有的有限子集全体)，函数 


令 


♦ 


Qj(Dj) = l[Q 0 (B t ), 


t€J 
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这里 Qo 是在潑 (1 R ) 上的某个测度.能否在空间 C ( E ) 的柱集^ - 代数上引入测度 
P , 使得对所有的 j e F { R ) 和任意前面引入的柱集 A / 有 P ( Dj ) = Qj ( Dj )? 

10. 试问过程 （11) 的轨道是什么样的？ 

11. 在定义 （13) 中设 m = 1，即 {&} 是独立同分布的标量随机变量,和设 d = 1. 


假设 


X n ( t , u ) = -^= S U ([0, t e [0 ? 1] 


请在下列的情况下构造这个过程的 轨道： 

⑷ / i 是 R 上 Lebesgue 测度； （ b ) //是计数测度，即 

15 ⑺， 


J5CR 


jez 


关于在习题11 ( a ) 和0>)中所生成的过程（与其相对应的，在空间中 
和 在斯科罗霍德 ( Skorokhod ) 空间 iP ([0,1]) 中的轨道，这些我们将在以后讨论)，建 
议参见小册子[ 2 ]中的第 2 , 3章 

12. 在定义 （12) 中，设 


1,假设 


F ^ x ^ cu ) = P n ((— oo , x ] ? a ;), x e R 


试构造过程 F ^{ x , uj ) 轨道的图形，该过程被称作 经验分布函数 •当&是具有 
[0,1] 上均勻分布和当匕是 Bernoulli 随机变量， 


P (& = l )= p , P (4 i = 0) = l - p y 0 < p<l 


时有何区别？ 

引入下面的定义. 

定义 I 5 .集合类 J c ^( R m ) 称作相对于 ^{ R m ) 上测度 Q 是可有限逼近的, 
如果对任意的 e > 0可以找到集合 Si e) ，…， 潑(，)，这里 iV = iV ( £ ), 使得对 

每一个 Be ^ 都有集合* Sf 〕 和 Sj e \ 具有才 〕 cB c sj £ \Q(sj £) \S^) < s . 

于是有如下的定理. 

定理 8 (参见 [3; p .421]). 设集合类 i 是相对于测度 Q 是可有限逼近的.设 

Pn{B,uj) 是由公式 （12) 定义的过程，和具有分布 P & = Q 相对应的向量，这时，当 


时有 


sup | P n ( B ， w ) — Q ( S )| — > 0, 


(52) 


对所有的 uen , 这里 n\n c 和 p ( n 0 ) = a 换句话说，如果概率空间⑴，多, p ) 
是完全的，则在 (52) 式中是几乎处处收敛. 
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13. 试证，集合类 J = {(-00,0 ；],x G R m }， 即所有形如 (- cx ), xi ] 
(~ oo , x m } Axu -- , x m ) G R m 集合全体是相对于涿 ( R m ) 上任意的（概率）测度 Q 

是可有限逼近的.进而成立 多维情 况的格 利文科 ( Glivenko ) - 坎泰利 ( Cantelli ) 定 
理，即经验分布函数 F *( x , u ):^ P „((- oo ,：4 ⑷当 
分布函数 


X 


X 


t k • 


时，几乎处处一致收敛到 


sup | F *( x , a ;) — F ^( x )\ — > 0 ( P - 几乎处处) 


试证，如果测度 Q = 在 Mm 上是相对于 Lebesgue 测度是绝对连续的， 

则结论 （52) 式同样对凸集合类 I 也成立.（当 m = 1时,这个结论虽然不是显然的， 
但是可以由习题13推出，当 m > 2时,这个结论就不可以由习题13推出). 

试验证在习题14中，如果没有测度 Q 是相对于 Lebesgue 测度是绝对连续 

( m ^2) 的条件,该结论就不成立. 

关于经验测度，甚至于可以是以函数族为指标的经验过程的研究，参见 例如， 


14 


15 


* 


[ 120 ] 


设 W C 潔([0, l ] d )， 对函数 F : W — IR 用 


inu = sup \ F { A )\ 




( A ⑷)， A e > 0 和 A ⑷ - {x e R d ： p ( x , dA ) 


来表 7 K * 假设 Fs ( A )= 

5}^ p ( x ^ dA ) = inf p ( x ^ y )^ p 是欧氏距离， mes 是上 Lebesgue 测度，且集合类 

y€dA 

^ C 涿 ([0， l ] d ) 具有 


< 


mes 


当 5 — 0+ 时有 \\ Fs\U 


(53) 


a 


\ a d , b d ] C [0, l ] d 的矩形集合类，则下面 


16. 试证，如果 W 是形如 [ a i ? 6 i ] 

一致强大数定律成立 - 


定理9 ([⑽]) •设 {XjJ € N d } 是由独立同分布数学期望为 e 0 实的随机变量 

时，几乎处处 


组成的随机场，集合类 W C 蘑([0，1]勺满足条件 (53). 这时，当 


n — > oo 


有 


||^ _d 5 ri (*) — comesOII〆 一 > 0 

这里 S n ( A ) = J 2 Xj，nA = {x = ny，y € A}，n e N ， 卽研究具有规范化因子的 

j€nA 

部分和过程 (13), 其中 /i 是计数测度 • 

对于以集 合为指 标的过程的中心极限定理和重对数定律的研究，参见,例如[90, 


94] 


在 经典理论的研究中， 更新过程 （10) 起着重要的 作用. 更新过程称作离 散的， 
如果6的分布是筛状的，即集中在形如 A ： A 的集合上，这里 A : e Z ， 而 A > 0是参 
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数，称作“分布的步长”(如果匕是非负随机变量，则 fc = 0,1，…）.相反的情况，更 
新过程称作连续的.作为在 E 间 （ o ， t ] 上平均更新数，来定义更新函数 u ⑷， i > 0 ,即 

u ( t ) = EXt ^ 

17. 试证，对所有 t > 0, u ( t ) < oo . 

下面是更新理论的基本定理（参见，例如问；第2卷， p .408 j ). 

定理10 (布莱克韦尔 （ Blackwell )). 对连续的更新过程，对任意的固定的 s > 


时有 


0,当 t 


u(t + s ) — u ( t ) —^ s / c ， 

这里 C = E 6 (形式上认为 s/oo = 0). 对离散的更新过程，当 s 是心分布的步长 A 
的整数倍，该结论也成立， 


“几乎是明显”地看出，如果电子管的平均寿命是 C ， 则在时间“平均”意义下的 

s 时间中需要用 s / c 次更新代替.但是，定理10的结论得出是相当的复杂.这个定 

_ 

理的概率证明可以参见，例如， [1; p .46~50] 或者 [190; 第2章，第8段].关于更新过 
程可以参见 [4; 第9章1, [78; 第2卷，第11章], [125; 第5章]， [131; 第25章], [146; 

第8章 ]• 


18. 请解释，根据 （14) 式所定义的函数对每个 B e 溪 ( S ) 是取值于空 

间 （ z +1 w ) 的随机变量,这里 Z + = {0,1,2,‘..} = {0}| JN , W 是 Z 中所有子集组成 
的 a - 代数 （由此可得， Z 6潢 ( S )} 是以集合族涿 ( S ) 为指标的实随机 


过程) 


-有限测度 (s = u s m , 这里 s m g 

m — 1 

溪， S m p|Sfc = 0 对 和0< A ( S m ) < oo , m,k E N ). 这时 ， Poisson 随机测度 

(14) 式的构造很容易由下面的方法模拟： 

在概率空间 （ Q , 多, P ) 上，构造可数个独立随机变量族， Y (m) , 

x ( rn ) ； x ( m ) ^ _ 使得 y(m) 是具有参数 Am = A ( S m ) 的 Poisson 分布和在 Law ( xj m) ) 
= 入 (.)/ A ( S m ) ，在激 w = 涿门 S m ， m ， j e N ，对 B G 沒 U 设 Z m { B , cv ) 是根据 （14) 式 

中分别以 F 和々代# ) 和 X ( m) .设 


设 A 是在某个可测空间 （ S , 潘)上的 


Z ( B , uj ) — n S m ， u ?) 


(54) 


B € 潘， u ； e Q ， 


_ 不难发现 Z ( B ， o ;) 可以取无穷值. 

试证,如果对:某个 S e 激，有 X ( B ) 

A ( B ) < 00则 Z { B ) < oo 几乎处处. 

■ 

定理11 (参见 [12; p *23]). 过程（5旬称作 Poisson 随机测度，具有下面的 


几乎处处，而如果 


则 Z ( B ) 


19 


= oo 


oo 




螫 


性质 
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激，随机变量 


N 和任意互不相交的集合 Bv 


1. 对任意的 

Z { B U Z ( B n , ■) 是相互独 立的. 

2. 对每个 S G 潔，随机变量 Z ( B , <) 为具有參数为 A(B) 的 Poisson 分布 


G 


n 6 


3,轨道是在 cr - 代数激上的整数值测度 


更进一步，具有参数为 A = oo 的 Poisson 随机变量，我们定义为它以概率1等 


于无穷. 


量 Z { B ) 可以直观地想象为是落入到集合 B €潔中“随机点”的数目.与此相 
关的是下面有趣的习题. 


20 (参见[3 2 ; p . 37 0]) •设 A 是空间 （ S , 激）上的 a -有限测度,集合 Be ^,0 

=0，对 q 妾 j ( q，j = 1，…， n ). 试 


< 


设 5 = u 民，这里 a e 風巧 n 氏 

q~l 

， fc n e z + 和 fc = K 有下面等式成立 

a=l 


A ( B )< 


OO. 


证，对任意的 fei ， 


fei 


k 


X(B n ) 


KBi ) 

幻 !… fc n ! \X(B) 

这样，如果潑 = 潑 ( w)，d > l , 则在固定了落入到集合 s (有限，非空的）中的 
“Poisson 点”的数目后，它们的位置可以认为是 /c 个在5上具有均勾分布的独立 

r 

随机变量. 

关于随机点过程和场（不仅是 Poisson 的）作为在物理，技术和其他领域中作为 

重要模型被利用.这方面有许多的著作（参见,例如， [10,13,111,145,151,178]). 

现在此回到与随机函数 相等的 （参见 §20) 有关的问题上来. 

_ 

试举例，定义在同一个概率空间 （ A 多, P ) 上,实随机过程 X = { X u teT } 
和 y = { Y u teT }, 使得在溪 r 上有 Px = Py ， 但是 X 和 Y 不（随机的）等价•试 
举例，当 Px / Py 时，但是，对每个 t e 了, X * 与％的分布却相同. 

22. 试举例 ， （ 实）过程 X = { X u t € T } 和集合 D ， Li 琢 r , 使得{^ X {； u ) G 

Z )} G 多和 { a ; : X (^ oj ) e L } ^ 

23. 试举例,等价过程 X = { X u te T},Y = { Y u teT }, 和那样的集合 D i 3 § T 
使得 A = {lj ： X (； cj ) e D } e 多和 5 = {w y (., w ) GB } E ^, 但是 P { A )^ P { B ). 

练习 22 和 23 告诉我们，并不是总能够说出过程落到某个不包含在柱集^ -代 
数中集合的概率,但是,如果这能够说出，则落到那个集合的概率就不一定是由过程 

的有限维分布所确定. 

试举例，（随机的）等价过程,但它们不是无区别的例子. 

因此，许多对理论和应用都很重要的集合,确不包含在 (7 - 代数激 T 中（参见定 
理 6). Doob 给出了关于过程的可分性概念.利用它在一定情况下，可以构造过程的 
一种版本，且它的行为，实质上,是由在可数指标集上的值所确定的. 


fc! 


PmBi ) =如，…， Z { B n ) = k n \ Z ( B ) = k ) - 


A ⑻ 
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爭 
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定义 16. 设在概率空间吼多， P ) 上，对每个 t e T 取值于 Polish 空间 （ S ， p ) 
的随机过程 X = { X u t G T }, 这里 r 是拓扑空间.随机过程叉= { X u t e T } 称作 

相对于可分性集合 t 0 ct 是可分的， 如果是集合 r 中 可数稠密集，并且存在事 

件 TV G 多，使得 P { N ) = 0,对所有的 teT.ue n \ JV ， 有 


Xt(uj) e f]{X s (uj),seGr]To} , 

tea 

这里[別表示集合 B 的闭包,而穿是 ( S , p ) 中开集全体. 

过程 X 称作可分的，如果作为可分性集合 2 b 可以取任意的; T 中可数稠密集. 

定理12 (参见 [ l 53 ; p . l 28 】) •设 ( S , p ) 是紧距离空间，和 ( T , 8) 是准 i 巨离空间. 
这时，在概率空间 （ D , 多， P ) 上，对每个 ter 取值于 （ s , p ) 的随机过程 X = 

T } 都有可分修正.如果 S 是局部紧空间，则在单点紧化 S 时，定理 成立. 

_ 

作为练习，可以比较定义16与在 [101; p . lll ] 中的定义，那里研究 : T = [0,1 ],S = 

I 的情况.关于过程的可分性可以参见 [12,25]. 

定理13 ([79]). 设满足定理 I 2 的条件，随机过程 X = { X u t G T } 是在 T 上 

随机连续的，即对每个 t e T 1 和任意的 e > 0有 


(55) 


limP ( p ( X s , X t ) >£) =0 


(56) 


这时，对过程 X 存在可分可测的修正. 

25. 试证，如果 S 是可分的距离空间，则在概率 （56) 式中确定的是事件,即集合 
属于多（提示：利用引理 11)- 

26. 试证,如果随机过程是可测的（参见定义1句，则它的轨道是遂-可测函 
数.相反的结论对吗？试举例，没有可测修正的随机过程. 

27. 设 X = { X u t G T } 是可测过程和 

Y ( u )= 是 多哆- 可测随机变量.试验证,如果随机过程 X 是可测的条件 

不存在,则结论就不一定成立. 

_ 

比如说，由 “ 随机个随机变量”产生出的随机变量 X T ( X r = I ： 这里 T 是 

V k^r / 

取整数值的随机变量.它有许多方面的应用，例如，用在保险理论这时，随机个 
随机变量所产生的效应，对由确定数量随机数量的之和所产生的是不可能观测到的 

(参见,例如， [133]). 

28. 设随机过程 X = { X t , t ^0} 几乎所有的轨道在 [0, oo ) 上右连续.试证,这 
样的随机过程有可测修正. 


T,t € 试证，这时 


Q 


_ ^ 
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在，例如， [12; p . 120 〜 130] 介绍了许多关于具有给定轨道性质的随机过程构造问 
题.在第 II 章的补充中，我们将涉及一些关于这方面的问题. 



^r£r — j^zi 

第一早 

独立增量过程.泊松过程和高斯过程 


内容摘要：独立增量过程存在性准则_泊松 (Poisson) 过程.維纳 (Wiener) 过程 （布 
朗 （ Brown) 运动).多维正态分布 • 根据中值函数和相关函数构造实高斯 (Gauss) 函数. 
复 Gauss 过程.作为相关函数，又作为希尔伯特 (Hilbert) 空间上的再生核的非负定 
函数.帕尔赞 (Parzen) 定理. Brown 运动两种定义的等价性.哈尔 （ Haar) 和绍德尔 
(Schauder) 函数.标准 Gauss 变量序列的摆动.构造连续 Wiener 过程 • 多维 Brown 
运动 • 


§ i . 在这一章中，我们将研究特殊的，但又是广泛应用而重要的一类随机过程 

-具有独立增量的过程 • 对于初学者，可以先放过 §6 关于复 Gauss 过程， §7 关于 

研究以函数族为指标的随机过程.希望对 Poissmi 和 Wiener 过程（在 §2 和 §3 中) 

给予特别的关注.它们会经常用在以后的几章里. 

定义 1. 实随机过程 X = { X u t ^ 0 } 称作独 立增量 过程,如果对任意的 n G N 

和所有满足 0 = h <• + .<(„ 的… ， ，量 x tu , x tl - X t 

是总体上独立. ' 


• ， — Xt 


* ■ 


n ? 


定理 1. 设 *)}, 这里0 < S < t < 00_，是相对于在您 ( IR ) 上菜个概率 

族 Qm , 0 ^ S < t < oo 的特征函数族 • 独立增量过程 X = { X l: t > 0} 且对任意的 

Q^s < t<oc 随机变量 X t — X s 具有特征函数的充分必要条件是对所有 
的0彡 s f < oc，u G R 有 


( 1 ) 


.) = <f(s,U ； v)ip(u,t ： v), 


这时，随机变量 Xo 的分布 Q 。 可以任意取 
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证.由于独立随机变量和的特征函数等于求和各项随机变量特征函数的乘积， 
所以 （1) 式的必要性条件是显然的. 

设满足条件 （1). 假设己经有了概率空间 （ a 多, p ) 和要找的过程 X ，并且 
Law(X 0 |P) - Q 0 . 这时量 的特征函数是 w q ( ,( A ), 向量 € = (X t , n X tl -X tn , ••-， 

— 对 n 6 N 和0 = fo < h <…< 的特征函数是 


抑 (A 0 , …., A n ) = ^Qn(^o)^(^o^i ； Ai ) … 


n — 


注意 


X t 


1 0 0 … 0 


^：o 

x tl - x t 

X t ^ x t 


Xt 


1 1 0 … 0 


( 2 ) 


Xt 


0 


X t 


x t - x t , 


1 


对任意的随机向量 7/ G MS 任意的矩阵 A = ( afc , m ) 

1,... 和所有的有 

^ Pa v W = Eexp { i { A , Ar /)} = Eexp { i 〈# A , r />} = 


，这里 


Q 


G E (/ c , 


似, 


m 


k,m=l 


⑶ 


这里#是矩阵 a 的转置， 〈•，•〉 是，中的数量（标量）积. 

因此,对 n e N 和0 = < ... < t n , 过程 X 的有限维分布给定特征函数 

(A 。， Ai ， . * • , A n ) = (p^(A A) = ¥^Qn(M o)^(O^ f 1; Ml) * ■ • V^(^n—1 ，戈 n; Mn )， 

和 A 是在⑵式中的三角矩阵 

■ 

A n . 除此之外，我们有 V ^( A 0 ) : 

(0, Ai ， •.. ， A n ) 对 /I G N 和0 〈亡 1 < t 

这样，在假 设中存 在要找的过程 X ， 它的有限维分布的特征函数应该是什么 




这里 


M = 


Wq u ( 入0)，和 


? I^n = 


，亡 " 


琴 • ■ 


^PU}h“、t 


n 


样的. 


回到给定的函数族仰 ( , ㈠ 和 ip ( s . tr ), 这里0 < s < i < oo . 现在利用前面所述 

的方法导出特征函数 
后利用第一章定理 5. 

由于第一章注 3, 该定理的条件 （ a) 不需要验证，而条件 j ； b )， 准确地说是条件 
( b ')， 意味着在 ^ r ( A ) 中任意变量 A m 用 0 代替,同样满足，因为根据 （ 1) 对 1 < m < 


和 


(0 = h < … < n e N )， 然 




J 


，亡 N . 


♦ ♦ ♦ 




n ， 


有 




- + t 


十•… + 入打) 


1， Gn ; 0 + + 

= ^m+15 ^m+1 + … + ^n) 


m + 15 ^m+1 


m — 


进而满足条件相容性条件，也就是说由第一章定理5得到，存在所要找的独立增量 
过程.显然， Xo 的分布就是要找的分布 Q & □ 
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注 1. 实独立增量过程的定义可以扩充到取值于 R m (m ^ 1) 的过程.这时，定 
理1的证明只需一些修改.如，在 （2) 式中的矩阵里，1的位置用 m 阶单位矩阵 I m 
来代替，且研究的是為 e / c . = 0,1，…， n . 

注 2 . 独立增量过程的定义不仅仅是在半直线 [0, oo ) 上.如果 T = N 和过 

是独立的对 

< t n , 这里,匕 e N 对 n e N 和 i = 1,…， 71), 则过程 X 具有简单的 

构造: ^ = 这里，{^}^!是独立随机变量序列.这样一来，独立 

增量过程就是独立随机变量和组成的随机序列的自然而然的推广. 

J 

§2. 我们知道，在涿 (1 R ) (或 ^( E +)> 上非负 可数可加函数称作局 部有限测度, 

如果对任意的 —oo < d < b < 00,有 m ([ a , b }) < 


mx = { X u t ^0} 有独立增量（即对 X t 0 , X tl -石 


0 ? _ 


1 <亡0 < 亡1 < 


00 


定义 2. 随机过程 AT = {TV ⑴， t > 0} 称作具有伴 随测度 m ， (这里 m 是局部有 

限测度, m ( E ) = oo ) 的 Poisson 过程，如果满足下面条件： 

1) N (0) = 0几乎处处. 

2) 过程 iV 是独立增量的. 

3) 随机变量 N ( t ) - N [ s )， 这里0 < s < / < oo , 具有参数为的 Poisson 


分布 


特别地，如果 m (( s , t }) = (t — s ) A ，0 ^ s < t < oo , X >0, 则称作具有常数强度 A 

的标准 Poisson 过程， 

一般假设,具有参数为0的 Poisson 分布的随机变量，则认为恒等于 0. 

由定理1可知 Poisson 过程是存在，事实上，如果有了这样的过程，则根琚 3) 于 


是我们有 




t ] = ( pN t — N s (^) = 

对这样定义的函数 ip ( s , t \ 1/),0 ^ S <t < 00, l > eR 定理 1 的条件⑴是满足的, 
因为 m (( s , t }) = m (( s ， u ]) + m (( u , t ]) y 于是就可以利用定理 1. 作为初始分布 Qo 应 

该取集中0点的测度. 

下面的结果很有意义，它可以解释如何构造 Poisson 过程的轨道. 


， u eR 


定理2 ( Poisson 过程的显式构造) • 设心,《 2 ,…是具有指数分布的独立随机 

变量序列，其分布密度： 


— Ax 


Ae 


， 

x <0^ 


阳 ㈤ 


(4) 


0 , 


这里 A 是正的参数 ， i G R 这时，相应的更新过程 （1.10) 乃是具有强度为 A 的 Poisson 


过程 


我们将不去证明它，因为它仅仅是借助无穷小矩阵一般构造马氏链的一种特殊 
情况（参见，第六章，练习 33). 
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例1•设 K = { Y t ,t ^ 0} 是根据公式 (1.11) 所定义的过程，这里随机变量 
6,6, ■•- 具有参数为 A > 0的指数分布.验证过程 Y 是独立增量的. 

注意，如果 Z = { Z u t ^ 0 } 是实独立增量过程和 /i = /办）是 [0, oo ) 上非随机实 
函数，，{石+ h ( t)，t > 0 } 同样是独立增量过程.因此，如果0}，这里 

S t = Z Vj , 具有独立增量性质，则过程7 (参见, ,(1.11)) 将是独立增量过程.由于定 

J = 1 

理 2 ,由公式 (1.10) 给出的过程 X = { X u t ^ 0 } 是具有强度为 A 的 Poisson 过程. 

设 〆 ^) = Ee i,ym , e K . 考虑到 Poisson 过程的独立增量，同时序列 {&}_ j € N 和 

Mjen 的独立性（即伴随它们产生的^ - 代数独立)，对0 < s i 和 、 g R 有 


Ee M &- 5、）= 




E e _MSf 1 


{X s =k}^{Xt-X,=m} 


Avm =0 


k+m 


Eexp < ip E r]j i P(X 5 = k)P(X t - X s = rn) 


fc ， m=0 




(X(t - s)) m 


^P(X s = /c) V(^)) 


— 入 （t 一 s) 


e 


m 


k=Q 


m— 0 


A(t-s)(<j 5 (")-l) 


g 


类似地，可以计算出过程 {^,^0} 的几个增量联合的特征函数，由此可得所要的 


结论. 


§3,介绍一种最重要随机过程. 

定义 3* 随机过程= {1 ：弘 ⑴〆 > 0} 称作 Weiner 过程或 Brown 运动，如果 


满足: 


1) W(0) = 0几乎处处. 

2) 过程 W 是独立增量的. 

3) 对所有的 Q < s < t < oo , 随机变量 W{t) - W(s) - N(0，t - S ), 即随机变量 

W(t)~ W(s) 具有参数为0和亡 - s 的 Gauss (正态）分布. 

由于 1)-3) 的性质，又 


(/■-S)〆 


(*/ — ) IV- ^ 


( / — M-) 


， 0 ^ s < u < ^ G 


e 


= e 


• e 


保证满足定理1的条件（1)，从而过程存在. 

对 Weiner 过程 W{t) = W(t) - W(0) - N (0, t ), 因此对所有的 ^ > 0有 EW(t) 

0. 如果 s 则协方差 


cov(W(s),W(t)) = cov(W(s), W(t) - W(s) + W(s)) = D(W(s) - W(0)) 


s , 
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这里 D 表示方差.因此，对 Weiner 过程 W ， 当 M e [0, oo ) 时，有 


EW ( t ) = 0, cov ( W ( s ), W ( t )) = min {5 ? 0- 


(6) 


注 3. —般地说，在 Weiner 过程的定义中，还要求它的轨道几乎处处 连续的 
(即以概率1是连续的).稍后，我们会看到，迭个性质经常与性质1)~3)，同时是满 


足的 


定义 4 .取值于 M m 的，且由 m 个独立 彳连途的） Brown 运动 { W ^ t )^ > 0 }，fc = 

1,…， m 组成的随机过程 W = { W ( t ) = (1#) ，…， ^ 0} 称 作多维 （m - 

_ 

维） Brown 运动 * 

在这个定义中过程的独立性应磕理 解为择 随它们产生的 a - 代数独立（参见,第 
一章，注 1). 这样的随机过程 W 是很容易得到.事实上，在某个概率空间⑴ fc ， 为， 

Pfc)，fc = 1， 


上，给出相应的 Brown 运动= { W k ( t ), t ^ 0 }. 然后，设 


， m 


* _ 


⑴，多， p ) =③ d 巧， Pfc ) 


fc=i 


并且，类似于公式（1,46)，在 D 上可以扩充定义 Brown 运动 Wfc . 

§4. 现在研究 Gauss 随机函数.为此，首先回顾在 lR n 中随机向量 F 称作正 

态的或 Gauss 的 （表示为 ： Y 
Eexp { i { X , Y )} 有以下形式： 


( a ， C ))， 如果对 A e R n 它的特征函数 ip Y ( X ) 


exp — 2 〉: 1， (7) 


( A ) = exp < i ( a , A ) — — ( CA , A ) 




2 


k=l 


fe ? m=l 


是具有实元素 的对称非负定矩阵， 〈.，•> 是在 M n 中的数 


这里 aeR'C = ( c fcm ) 

(标）量积，并且具有欧氏范数（今后，对行、列向量作为表示都是一样的，不再加以 
区分). 非负定矩阵 C (记作 o 0) 意味着对所有的 A G ! R n ，有 { C \ A ) ^ 0. 很容 

易验证条件 O 0和 C 等价于下面的一个 条件: 对任意的复数; 

— iv , 这里 u ， 1； G M ) 有 


，& (对 


Z = u 


Cki zkzi > 

k，l = l 


⑻ 


0 


众所周知（参见，例如， [85; 第1卷， P .383])， 对矩阵 C 和任意的向量 a e R ' 

等式⑺右边的函数乃是某个随机向量 r 的特征函数.如果 C > 0,即对任意的 
A # 0 e R ' 有 { CA , A > >0,则随机向量 r 有概率分布密度（相对于 Lebesgue 测度) 


-n/2 


C |" 1/2 ex ^- iC^ix - a ) 


a 〉}， 


Py{^) = (27r) 


J X — 
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这里 | C | 是 G 的行列式. 

对 y ~ N ( a , G .)， 不难得到 


= C/> 7n = COV(y^ ， 1^) ， k y TTl — 1 , 


，n (n > 1) 


⑼ 


定义 5. 在概率空间 （ A 多， P ) 上的实随机函数 X = { X ( t ), t ^ O } 称作 Gauss 

的，如果它所有有限维分布是 G 

换句话说， X 是 Gauss 随机过程，如果对每个 
ti ,--.， t n G r ,( X ( t !),... , XQ n )) 是 Gauss 向量. 这个性质只要求 （ h , …， M ) 是 

有限个不同的点即可.下面我们要介绍一个今后要用的引理： 

引理 1. 向量 y = (!!,•■* , Y n ) 在 M n 中是 Gauss 的，当且仅当对所有的 

T ，〈 T ， Y ) = J 2 丁 kYk 是 Gauss 随机变量，其中 t = ( r ir - , r n ) e M n . 


的. 


auss 


N 和任意选取有限个点 


n G 


k=l 


证.设 y ~ N ( a , C ). 这时，由于 （7) 式对任意的 pgR ， 有 


£ e i^(r,Y) _ 


2 


丁、一 - {Cut, vt) 


exp 


exp < %(a,T)u ^ - 


v 






2 


2 


即 〈 t ， F 〉 〜 N( 〈 a ， t 〉， <Cr ， t 〉） （因 

相反的，设内积的随机变量 {r,Y) ~ N ( a r , crJ ). 这时，（参见⑼，对 n = 1的情 

况 ）〜 = E(r,Y}= f ： r k EY k = (r, EF), 


On ， … ,UT n )) 


ur = 


fc=i 




2 


D { r , r > = D 


<7 


k = 1 


^ r k r m cov(Y k ,Y m ) = ^ 


( 10 ) 


丁 k 丁 mCkm 


fc ， m=l 


这里考虑到 EY ^ 2 < oc , j = 1 ，…， n (选取向量 t , 使得 & = 1 和当 A ; / j 时 Tk = 0 

可以看出是 Gauss 随机变量)，对任意的 iy eR 




-ally 2 


( 11 ) 


exp 


%ua 






2 


在 （11) 式中设 


1，且在 （10) 式中选取 a 丁， < j 2 ” 得到公式（7)，也就是说，向量 y 


是 Gauss 的. □ 


§5. 研究实 Gauss 随机过程，我们需要下面的定义， 

定义 6. 定义在 Txr 上的实函数 

和任意的选取点 ti ， •… ， t n G T , {r {t k , trn ))^ 


( s ， t ) 称作非负定的，如果对每个 n G N 

是个非负定矩阵. 


r — 1 


?n~l 
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( S , t ) 是对称非负定实函数，这 
里 s，t e T. 这时，可以找到概率空间⑴，多， P ) 和在其上的 Gauss 随机函数 X = 
{X{t),teT}, 使得 EX ( t ) = a ⑴和 cov ( X ( s ), X ( t )) = r{s,t) 对所有的 s j e T . 

证. 对任意的 n e N 和 T = (ii,--- y t n ) e T n 引入在 （ R n ，激 (R n )) 上的测 
& Q r , 具有形如 (7) 式的特征函数，这里 a = (a(h), … ， a ( h )) 和 c fcm = r(t k ,t m ). 
对测度 Q t 显然满足第一章定理5的条件 ( a ),( b ), 保障了这些测度的相容性.因 
此，根据 Kolmogorov 定理（第一章，定理4)，可以找到概率空间和在它之上的，具 

有有限维分布为 Gauss 测度 Q t 的随机函数 X . 由它的构造可知， EXW = a ⑷和 

cov(X(s),X(t)) =r(s,t) 

注意,对具有有限矩 EX 2 ( t )., 这里 M . T 1 的任意实随机函数 X = { X ( t ), teT }, 
当所有的 n e N , t u - ■ - Q n e T $1 Mr - , An G E 时有下面不等式成立 


定理 3. 设 a = a ⑴是任意的实函数和 


r 






^2 ^Ov(X(t k ),X(t m ))X k \m = COV 


( 12 ) 


^0 


k^l 


k^m—l 


同时有 cov(X ⑷， X ⑴） = cov(X(t),X(s)). 因此，定理 3 中的条件，对函数 r = r(s,t) 
来说，具有协方差函数 r * = r(s,t) 的实 Gauss 随机函数存在不 仅是充分的，而 且是必 
要的. 因此实非 负定函数类与 （实） Gauss 过程的协方差函数类相重合. 

§6. 研究复（取值于 C ) Gauss 随机过程, 我们需要下面的一些定义. 

定义 7. 复函数 i ? = R(s,t),s,t G r，T . 是某个非空集合，称作非负定的，如果 
对每个 n G N , 任意的 t u …， t n GT 和所有的 


€( C ， 有 


灯， 


，之 n 


tm ) ^ 


(13) 


0 


随机函数 X = {X ⑴， k T } (实或复的）称作 L 2 - 过程，如果对 f e 了 

过程 的协方差函数 由下面公式 给出： 

(s,t) = E{X(s) - BX{s))(X(t) - EX(0), s,teT 

定义 9 .设 mMt) 是实随机过程;取值于 c 的随机函数 x = { x ( t ) = m + 

切 ⑴， t € T } 称作 Gauss 的‘，如果^ T } 是在 1 R 2 中的 Gauss 过程，即 
对任意的 neN 和所有的 h ， …，^ e r 向量 ⑹ 匕)， v ( h ), …， 你 n )， 咖 n )) 是 Gauss 


有 E 剛1 


< oo. 


(14) 


的 


定理 4,对所有的 sj e r , 非负定复函数 i ? = R(s,t) 类与 L 2 - 过程 X = 

r(s ， t) 类相重合，进一步说，与复 Gauss 过程 X = 


{X(t)\t G T} 的协方差函数 
{X(t),teT} 的协方差函数相重合 


V 
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证 - 如果 X = {X(t),t e T} 是 I 2 - 过程 , 则对每个 n e N ， 任意的 h 
: T 和所有的 & ， … ， ^ n eC 有 


，兔 n G 


* 擎 


2 


〉: 之 k 之 = [ 》 : i^k) 


>0, 


k=l 


即协方差函数 r = r(s,t) 是非负定的 . 

现设 i? 二 R(s,t),s,t G T 是非负定函数 .， R^s.t) = ReR(s,t) fP R 2 (s ， t) 

t) ， s ， t G T •当 + ivj ^, k = 1， . •. 

形式有 


不等式 （13) 经过分解实部与虚部 


， n ， 


> : ^1 (^fc? ^m)(Wfc^m H - + > : 只 2(’fc ， ^m ) (以砂 

fe’m=l 

n 

叫 " m ) + 〉: 开 2( 亡 fc ，^ m )( ^ k ^ rri ) ^ *0' (15) 

fc , m — 1 


^ k ^ m ) 




k 1 m=l 


+ < 〉: (ik ? tm )( 

fc ， m=l 

由 （13) 式，当 

t u t 2 e r 和々,22 e C 根据 （13) 式有 

^1 + Zi~Z2^-(tl, ^ 2 ) + 芝 122 丑 ( 亡 2 ，亡 1 ) _ + \^2\ 2 R{t2i ^ 2 ) ^ 0 

因此， z ^ RitiM ) + ziz 2 R ( t 2 , ti ) 是实数.特别地，当 q 
R { t 2 , ti ) eR 对所有的 h , t 2 e T . Mzi = l , z 2 = i 同样得到 R { t u t 2 )- R ( t2Ji ) 是虚 
数.这样 ， M s , teT ^ R ^ s . t ) = R !{ t , s ) ^ R 2 ( s , t ) 二 - R 2 ( t ， s ). 换句话说，对任意 

的 € r ， 有 R ( s , t ) — R ( t , s), 即函数 R ( s , t ) 有埃尔米特 (Hermite) 共扼 性质. 因此， 

不等式 （15) 可以改写成 ( CA , A ) ^ 0的形式，这里 A = _，… 

是在 R 2 " 中的数量积，而 C 是 实对称非负定矩阵,它由4块 组成： 

■^1 (^ fc ? ^ m ) -^ 2(^/0 ^ m ) 

~ R '2 ( tk ： ^ m ) J-^l (^ fc ? ^ m ) 

由于第一章注 4, 对每个 t , 存在取值于 M 2 的 Gauss 过程 {(^ ( t ) , tj ( t )) , t e T }, 使得 

■ 

对所有的 n e N 和 h ，. . . G 了向量（卽 1)， … ，你 n )， 你1)， … Mtn )) 〜 N (0, C ), 
这里由 （16) 式给出协方差矩阵 C ， 取 




1 时看出对所有的 t e T 有 R{t,t) ^ o . 当 


2 时任意的 


n = 


n 


1 得至 u R(ti 1 ^ 2 ) + 


厶 2 




C = 


(16) 


k ， m = l，"、n 


X(t) 


⑽） 一 ?:" ⑴）， t & T. 


( 17 ) 




V 2 


这时 ， M s,teT ( 注意 —i? 2 ds) = R 2 (s,t),s , 亡 e T ) 有 


EX(5)X(i) = -(i?i(,s, t) — iR 2 (t, s) + iR 2 (s ， t) +-i?i(s, t)) = R(s ， t )•[ 


2 
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例2.设/⑷是定义在某个集 r 上的复值函数（特别情况，是实值函数).这 


时，函数 


R ( s , t ) = s,t e T 


是非负定的. 

显然，条件 （13) 是满足的. 


注 4. 如果函数 i ? = R { s , t ) 在集合 T x T 上是非负定的，则对任意的常数 
^ 0,函数 cR(s ， t ) 也是非负定的.设函数瓜= Rn ( s , t ) 是在集合 T xT 上是非 

1,…， N , 这时，函数£ R n { s , t ) 在 TxT 上也是非负定的.如果当 


C 


负定的 ， n 




时有 Rn ( s , t ) ^ R(s ， t ) 对每个 s，t e T ， 则函数丑 = R { s , t ) 在集合 T x r 上 


n — oo 


是非负定的. 


定义 10. 函数 p = ⑴， teTcR 称作非 负定的 ，如果当 s.teTH s~teT 
并且函数 , R ( s , t ) = ^ p { s - t ) 是非负定的. 

设 f 是实随机变量,且它的特征函数 v ? = 6 M . 很容易看出 在] R 上是 

非负定的函数.于是有 


例 3. 下面的函数是在 M 上 L 2 - 过程的协方差函数 


r(s^t) = cos(s — t )， r(s ， t) = exp{m(s — t) — (s — t) 2 a 2 /2}^ 这里 ， a 6 M,a ^ 0, 
(s^t) = exp{—A|s — t\},r(s y t) = exp{A(exp{i(s — t)} — 1 )}， 这里， A > 0， 

( s ， t ) = (a — —亡 |)1 [一 a / b ， a /& j(s — 0，这里 ^ ^ 0, > 0. 


r 


r 


由于定理 4, 不难验证上面的例子都是不同 Gauss 过程的协方差函数. 

在第七章，我们将回来研究这样的随机 过程： 它的协方差函数是依赖于自变量 


之差的 


§7. 函数的非负定性质是与一类重要的希尔伯特 ( Hilbert ) 空间特性相联系的. 
定义 11. 函数 K :TxT 称作 Hilbert 空间丑（由定义在 r 上，复值函 

数所组成）的再生核,如果满足 

1°. 对任意的 * G r, 有 K { t r )€ H , 

对任意的 f e 丑和 t e T 有 （ f , K { t r )) = /⑷， 

这里为丑中的数量积（内积). 

定理 5 (阿龙扎扬 ( Aronszajn )). 复值函数凡是某个 Hilbert 空间的再生核 
的充分必要条件是它是非负定的. - 


2 
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证.必要性，设瓦是再生核、对任意的 n e 

6 C ， 有 


& r ， zi , Z2 ,• • ■ ， 




2 


n 


n 


〉 : Z j Z qK{tj ， t q ) = 〉: ZjZq{K(tj^ K(t q ^)) = ^ ^ ZjK(tj^ *) 


>0, 






J,Q= 


这里 || u || 2 = ( w , u),u G H . 

充分性.设 K 是在 T x r 上的非负定函数.研究 Lin ( K ) ^-函数 K ( t , .)， t € T 
的线性组合.对/巧€ Lin ( K ), 即对如下形式的函数 


m 


n 




f = X ，，)， 


(18) 


9 = 


q= 


eN )， 有 


这里心€(0,0，~6巧=1， 


, n;q = 1, 


， m ; n ，m 


4 ■ 


舂 _ 


n m 


〈/，5〉 = 

j = l q^=l 


(19) 


特别地， 


n 


{f ， K(Sq，、)) ; > : djK(tjj S q ) =/(〜). 


( 20 ) 


既然〜是: T 中任意点，于是得到对任意的函数 / G Un ( K ) 性质 2 。 成立. 除此 

之外， {/, /> = E /⑹巧，因此对/三0有{/,/)=0 

对 a e R , 研究二次三项式 < a / + g , a / + ^> ^0的判别式,利用标准的方法得到 

柯西 ( Cauchy )— 布尼亚科夫斯基 ( Bunyakovskii ) —施瓦茨 ( Schwarz ) 不等式 

K /, p〉l < 11/11 • IIpII ， 

这里 IHI := ( hji ) 1/2 , 而元素 f y g } h G Lin ( K ). 

注意，函数 〈.，.〉 在 Lin ( J () 上具有数量积的所育性质.设对/ € Lin ( J () 有 
〈/，/> = 0,这时根据 （21) 式，对任意的 p G Lin ( K ) 有 ( f ， g ) = 0.由（ 2 0)式可以看出 
对 T 中任意点〜有 f ( s g ) '= 0. 因此，由〈/，/〉== 0导出/ = 0. 数量积的其他性质 
是显然的.应该强调的是，在公式 （19) 的给出是适定的，即不依赖/ 和沒在 
(18) 式中表现形式.事实上，如果对 Lin ( K ) 中元素有/⑷=/⑴和你）=卵）对 

所有的 i G T , 则有 

\{ f , g ) - 〈/,互 〉I = 1(/ - /，5> +〈/，夕一奶 I 《11/ — fWWoW + ll / llll 々 _ 列， 

而正如前所述，有11/ - 月| = b - 刻= 0. 


( 21 ) 
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依范数 H 1 将 Un(K) 完备化.研究“等价”的基本序列类（参见,例如， [35; 第 

2章,§3,第4段]) . 

设是在 Lin ( ir ) 中函数的基本序列，即当 
利用 （21) 式,对每个 i G T 有 


时， \\ fn - fm \ 


0 


n , m —^ oo 


这里考虑到已证的性质 2 。， 有 ||K(t,_)|| 2 = (K(t r ),K(t r )) = K(M) (对 Lin(^) 中 
的函数).这样， Un(K) 中序列决定唯一在: T 上函数/⑴=⑴. 

如果 Lin(K) 中的基本序列认 ㈠ }^和确定相对应的 /(_) 和 


於)，则设 


〈/，"〉：= lim {fn ， 9n). 

n—►oo 

很容易验证,这个极限存在是不依赖于与给定函数/和 P 相对应的基本序列的选取. 
Lin ( K ) 的闭包记作丑，这时函数/ e Lin %) 自然等于序列 { f n } n>u 其中对每个 
n € N 有 / n = /• 现在不难相信，丑是 Hilbert 空间，并以函数 K 为它的再生核， □ 


根据定理4,非负定函数类与协方差函数类相重合.因此，任意的协方差函数 
[ s ， t )， s ， teT , 可以看作具有数量积〈.，♦〉的某个 Hilbert 空间孖的再生核.从而 

r ( s ， t ) = {r(s r ),r(t r )) 


( 22 ) 


由定理5的证明可知，由函数 r ( V )， 这里 〖 e T ， 线性组合的闭包所组成是如何的 


最小” 


对 L 2 - 过程 X = {X{t) y t G 用 L 2 [X] 表示 Lin(X) 在均方意义下的闭包，即 
随机变量 X(t),teT 线性组合的闭包. 


定理6 (帕尔赞 ( Parzen )). 设 X = e T } 是概率空间⑴，多， P ) 上， 

中心化（具有0中值和协方差函数 r = r ( M )， s,t G T ) 的 L 2 - 过程.设 if 是具有 
再生核 r = r ( s , t ) 和数量积的“最小” Hilbert 空间.这时，在 （ Q , 多, P ) 上存在 
中心化的 L 2 - 过程 ： T = { Y ( h ), heH } 使得有 

1 X ( t ) = y ( r ( t ,.)), 对每个 f er ， 

( y (/ l ), y ( p )) = ( h . g ), 对任意的 h , geH , 

这里随机变量等式成立是几乎处处的，而对 $7? eL 2 ( Q ， 多， P ), K ， T 7) = Ea 7. 这时，空 
间 L 2 岡和丑是同构的. 

证.对 /i = E Ckr { t k , 0 G H , c k G C , t k G T，k = 1， 


， n ， n 彡1，设 


V(h) = ^c k X(t k ) 


(23) 


彡 1 有 


对函数 "， g — X ] ，），这里4 G C , G T , Q — 1? * * 


, m , rn 


{ Y ( h ), Y ( g )) = ^^ 2 c k d Q EX ( t k ) X ( t q ) = ^ 2 ^ 2 c k d q r ( t k } t q ) = ( h , g ) 


k~l <?=1 


k=l q=l 


不难看出 ， （23) 式的定义是具体的，而且同构映射 h — Y ( h ) 可以从 Lin (^) 延拓到 
H , 并保持原有的性质. 口 

§8. Wiener 过程是 Gauss 过程类中的一种过程 

定理 7 . Wiener 过程 W = { W { t ), t ^ O } 的定义 ⑶ 等价于下面的： 

1°. W = ^ 0} A Gauss 过程； 

2°. BW ( t ) = 0 ,t e [0, oo ); 

3°. cov ( W ⑷， W ( s )) = min { s , i }, 这里 G [0, oo ). 


证.首先根据定理 3, 具有1°〜3°性质的过程是存在的.事实上，由公式⑹看 

出 Wiener 过程有协方差函数 r ( s , t ) 

得出这函数是非负定的. 

设过程 W = { W ( t ), t ^ 0 } 满足条件1° 〜 3°,验证满足定义3中的 1) 〜 3). 

性质 1) 显然的，因为 D ^(0) - cov (^(0), W (0)) 

Gauss 向量 F 〜 H ( a y C ) 和具有实（非随机）元素的 矩阵义 = ( a k , m ) 

和⑻式有 


{ M }, 这里 K e [0, oo ). 因此，由 （12) 式 


= min 


n {0,0} = 0. 在 R n 中 


mi 


，由•⑺式 




(24) 


AY ~ N ( Aa , ACA ), 

t n . 选取矩阵八使得将 Gauss 随机向量 （ W (0)， W ⑹，…， 


设0彡 h < 
W { t n )) GM n+1 变换为: 


< 


W ( 0 ) 


W ( 0 ) 

Wih ) - W ( 0 ) 

W ( t 2 ) - W ( h ) 


1 0 0 

-11 0 

0 — 1 1 


0 


w{h) 

W ( t 2 ) 


0 


0 




• * * 




W ( t n ) 


呵 n ： m ) 


0 0 0 




根据 （24) 式，向量（研⑼，灰⑹—研⑼，…， ^( tn ) - Wdi )) 是 Gauss 的. 

复 Gauss 向量的坐标是相互 独立的 当且仅当协方差矩阵 是对角形的. （这是由于 

随机向量有 独立的 坐标当且仅当它的特征函数 能分解 为坐标的特征函数的乘积；对 
Gauss 向量需要利用公式⑺,）在我们的情况，这个“对角”的性质是满足的，因为 


(yV(tk+i) ~ ^ ^ (^m+i) — W(t m )) = niin^h+i ， t m +i} - t m } 

{ t k , t m+1 } -h mm { t kj t m } = 0 ? 当 A : 一 


cov 


(25) 


一 mm 
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因此，已经构造出的过程是独立增量的，即性质 2) 成立.随机变量 W ( t )~ W ( S ) 有 

Gauss (正态）分布（它是由 Gauss 向量的部分坐标组合而成的向量,所以也是 Gauss 

的)，且均值为0,类似 （25) 式可以找到 D ( W ( t ) - W ( s )) = t - 士对 O 这样，性 
质 3) 成立 • 

相反的，设过程 W = { W ⑴, t 彡 0} 满足定义 3. 这时，成立⑹式，即条件2 

和3。成立.重新利用 （24) 式，得到过程 W 的 Gau 如性，即1 

§9. 我们来说明如何给出具有以概率1 $九道连续的 Wiener 过程 的显式 构造. 
首先构造在区间 [0,1] 上的过程.为此，引入 Haar 函数系 H k ( t),t e [0, l],k = 


o 


o 




1,2, 


Hi(t) = 1, H2{t) = l[0,l/2](0 - 1(1/2 ， 1 ] ⑷，…， 

HkW - 2^ 2 (l In Jt)~ U,.， fc ⑷ ) ， 2 n <k^ 2 n+ \ 


这里 


— n — 1 


— n —1 


In，k = + 2 


(® n,fc + 2 

a n ^ k = 2- n { k -2 n - l ) ( neN ) 


* ? Jn 


? <^ n,k + 2 _n ] ? 


(参见图 6, 对 / e >2). 


12 


2 n 




(0 


-n 


o 


S ， Jt + 2 


a 


k 


n 


nil 


-2 


图 6 


函数系 { H k } 在具有 Lebesgue 测度 L 2 ([0，1]) 空间中是完备的标准正交系，其 


内积为 


f { t ) g ( t ) dt , /，p G L 2 ([0,1]) 

事实上，函数系 { H k } 的标准正交性是显然的,而完备性是因为利用该系中函数 
H k 的线性组合,可以表示出以2进位有理数为区间端点 的示性 函数，例如， 


〈/，5> 


0 


(丑 i + i ^/2， 1 (1/2 ⑴ =(坧-丑 2 )/2， 

(1[0,1/2] + (1/v^) 丑 2)/2 ， 1(1/4,1/2] = (1[0,1/2] (l/W) 丑 2)/2, …， 

+ 2 一打 /2 丑 fc )/2, 对 2 n < /c 彡 2 n+1 . 


1 


[ 0 , 1 / 2 ] 


(0 ， l/4]= 


x ] = (![ 


fc +2-"] 


[^n j k ，江 r^,/c + 2 


一 rt 一 




打， 
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因此，任意的函数/ € L 2 ([0,1]) 可以表示成 


f = YjU,H k )H k , 


(26) 


k=l 


这里， （26) 式右边级数的收敛性是在 L 2 ([0,1]) 中_ 同样，根据帕 塞瓦尔 ( Parseval ) 等 


式有 




(27) 


fc — 1 


现在，利用 Haar 函数来定义 绍德尔 ( Schauder ) 函数 （参见图 7 ): 


^ k ( y)dy = 〈1[0，小 丑 a ；〉' t G k eN . 


s k (t) 


o 


-«/2 *l 


2 


O 


+ 2 ~ 


t 


图 7 


今后，我们需要下面 2 个引理 

引理 2. 设数列 K } 

[0,1] 上级数 f a k s k ( t ) 一致收敛，且板限是 [0,1] 上连续 函数. 


当 k — oo , 对某个£： < ,1/2有叫= 0 ( k £ ), 这时，在 


fc=i ， 


证.由于，对任意的 fc G N 和 t > 0, S k ( t ) > 0,只需要证 


邮收⑷ — 0，当 


R 


m — oo 


sup 

圯 [o ， i] 


k >2 


ru 


我们有，对每个 A ： 彡1和某个 c > 0有 |叫| 彡 d 因此，对所有的 f G [0, 1] 和 

彡1有 


n 


Z \ a k \ S k ( t ) ^ C2^ e Y, S 你 （ c2 (n+l)e 2r n/2-l ^ c2 

2"< fc ^2 Y, + 1 

我们考虑到 t 仅仅只是在一个不相交的 函数& 支撑中， 2^ < k ^ 2^+\ 则对 / e 有 

p 

0^ S k [t) ( 2-^-K 根据条件 e < 1/2, 于是，当 

R m < c 2 e 


£ — n(l/2—£) 


2^ < fc ^2 7J + 1 


时，有 


m —^ oo 


2^ n { l /2- e ) 


0. □ 


n^m 
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引理 3. 设概率空间⑴，多， P ) 上（不一定是独立的）随机变量序列6 〜 N (0，1)， 
keN. 这时，对任意的 c > 2 1 / 2 和 P - 几乎所有的 uefl, 可以找到 Nq = Nq(uj,c) e 

N , 使得，对所有的 A : 彡 iV 0 , 有 I ^ MI ^ canA :) 1 / 2 . 

证.对6 〜 N (0 V 1) 和任意的 x > 0 


{- l / y ) d ( e ~ y2/2 ) 


- 1/2 


一 1/2 


exp {- y 2 /2 }dy = (2tt) 


P(C ^ x) = (27r) 


dy \ < x _ 1 ( 27 t ) 


— y 2 /2 


- 1/2 - x 2 /2 


- 1/2 


/2 _ 


一 1 


-2 


=(2? r ) 


(28) 


e 


y 


e 


e 


从而，对任意的 a : > 0 


P (|^| > x ) ^ x ~ 1 (2/7 r ) 1/2 e ^ 


/2 


(29) 


因此，对 c > 2 1 / 2 


^ P(|^fe| > c(lrxfc) 1/2 ) < c^ 1 (2/tt) 1/2 k ~° /2 ( lnfe ) 


- 1/2 


< oo 


k ^2 


k ^2 


根据 B ⑽ 1 - Cantelli 引理（参见， [ 85 ] ; 第 1 卷， p ，327) 所指 出的： 如果 E P (^) < 


OO , 


k 


则无穷多个事件 Afc 发生只是0概率，即 F > n u =0,由此可得结论 


□ 


n k^n 


值得注意的是，与 （28) 式同时有下面的估计式: 


^1/2-x 2 /2 


P(^ ^ x) ~ X—1(27T) 


，当 


(30) 


e 


x — > OO 


§ 10 . 借助于独立的标准 Gauss 随机变量序列（在区间[0, 1] 上）来构造 Weiner 


过程 


定理8•设 i ^ kh ^ i 是在某个概率空间多， P ) 上具有标准正态分布 N (0,1) 
的独立随机变量序列 • 假设对 [0, l ]， weD , 有 




(31) 


fe=l 


这时， w = { W { t),t G [0,1]} 是在 [0,1] 上的 Weiner 过程，且以概率 1 具有连续的 


轨道 


证.根据引理2和3,级数 （31) 在[0, lj 上几乎处处一致收敛和级数 （31) 构造 

出过程 W = { W ( t ), te [0, 1]} 具有几乎处处连续轨道.现在需要验证满足定理7中 
的条件1。〜3。.为此，首先要证级数 （31) 不仅在[0，1]上几乎处处一致收敛，而且对 
每个 t e [0, 1] 是均方收敛. 
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G N 和 f G [0,1]，设 Z n (t) = Y, ^kSk(t), 于是 


对 


n ， rn 


k=l 


n+m n+m 


n+m 


^ kSk ( t ) = 私⑷况⑴味以 

k^n +1 t=n 十 1 


2 


^\Z n+ m{t) - Z n (t)Y = E 


fc=n+l 


n+m 


E •) ‘ 


k=n+l 


因此，在完备的 L 2 ( Q ) = L 2 (^^, P ) 空 


我们有 E 均⑷ < Ets -^ 2 - 1 ) 


2 


< 00 


A:=l 




间保证对每个 i G [0,1], 序列 {Z n (t)} 存在 Z 2 - 极限 Z{t), 即当 
E \ Z n ( t )- Z ( t )\ 2 — 0 .由 （31) 式可知对每个 re [0，1] 当 
乎处处.因此，有之⑷= W ( t ) 几乎处处.因为（参见,例如，[8 5 ;第1卷， p .328]) 不管 

是几乎处处收敛，还是均方收敛都导出依概率收敛 ; 而依概率收敛随机变量序列的极 
限是唯一的（准确到“等价”).这样，当 


时，有 


时有 Zn ⑴—⑴几 


n ^ oo 


l 2 ( Q ) ， 


时，对 K [0 r l ]， 有 Z n (t) 

我们求由 （31) 式所定义过程灰的中值和协方差 函数. 既然，对所有的 n e N 


W{t) 


n — > oo 


mte [0, 1] 有 EZ n (0 = 0, 则当 


\ EW ( t )\ = \ EW ( t ) ^ EZ n ( t )\ ^ (£\ W ( t ) - Z n ( t )\ 2 )^ 2 

因此，对所有的 M [0,1]， 有 EW ( t ) = 0. 

注意数量积的连续性,于是对任意的 s ,t e [0,1] 有 

( W ( s ) , W ( t )) L 2 (Q) ^ EW ( s ) W ( t ) 

由于序列的元素是独立的和等式 Ed == l,A e N , 于是有 

■. n oo 

( Z n ( s ), Z n ( t )) LHQ) = EZ n ( s ) Z n ( t ) = Y , S k ( s ) S k (ml — 当 


0 


( W ( s ) W ( t )) 


( Z n ⑷， Z n ( t )) L ^( n ) 


=cov 


n —^ oo 


k=l 


k=l 


根据 （27) 式 E S k { s ) S k { t ) = Y ,{ H kA \ o . s }){ H kA [ 0 ^ t }) = ( l [ 0 , 5 ], l [ 0 , t ]) = min { s ， t }， 

k=l k=l 

. 因此 cov ( W ( s ), W ( t )) = min { s , t }. 

最后，利用引理 1 来验证构造出的过程 W 是 Gauss 的 

取 t = ( n ， …， T n ) e ti , 


An e [0,1], 研究随机变量 r = E 




显然有 


〉 : 丁 m 〉: = 〉: bktk ， 


(32) 


Y = 


k=l 




- , t n ) = E rmS k ( t m ), 而级数 （32) 右边既几乎处处 

m=l 

收敛又是 L 2 ( n ) 收敛（因为级数的部分和具有这个性质 )• 注意， y n = f ： bA 


这里= b k ( ri , 


，丁 n; t ]_， 


k=l 
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N 


N (0,4)， 这里4 E 枝，于是得到 EY ^ 


.2 


EY 2 = a 2 L 2 ⑼中元素的收 


N 


k=l 


敛导致它们范数的收敛)，由于几乎处处收敛性又是 L 2 ( Q ) 中收敛性导致随机变量 
y n 依分布收敛到随机变量 y (用化之 y 或& 


Law 


y 来表示).于是当 n 


— ^ OC 


时，有 


^PYn W = exp{-c^A 2 /2} — exp{—cr 2 A 2 /2} = ^y(A), A e R ， 

即 F ~ N (0， a 2 ). 这样构造出的过程 W 是 Gauss 的.定理得证. □ 


由第一章的定理7得出，署= { W ( t),te [0,1]} (和任意它的修正）是多 | 溪 ( C ([0, 

id )- 可测的随机元. 

定义 I 2 .构造出随机元 W = { W ⑴, ie [0，1]}在 a - 代数激 ( C ([0, l ])) 上的概 
率分布称作 Wiener 测度用 W 来表示. 


§11. 现在构造[0, oo ) 上 Wiener 过程利用第一章定理2,在某个完全概率 
空间（仏多， P ) 上给 出独立随机元= { W n ( t),te [0， l]};n G N 序列，且对 ueQ 

和在 ^( C ([6, l ])) 上的 Pw 7 i = W , W n (^ uj ) G C ([0，1]), 

借助于过程 Wn 连续“粘合”来定义在 (0, OO) 上的过程即设 


对 f G [0,1)， 

2 + Wk + i(t — k , u ) 对 t e [/?， /e + 1 )， fc e N 

j=i 


W ( t , L 0) 


(33) 


k 


W X {\)^W 2 {\) 


W X {1) 


o 


2 


图 8 


定理 

程的所有轨道是连续的. 

证. 根据构造过程 w 轨道是连续的、显然的，且 w ⑼= o . 验证过程 w 具 

有独立增量,,.且对 Q < s oo 有 W ⑴- W { s ) - N (0, t - 5 ). 

如果，对某个 允 > 0, 5, 6 € [ Aj ， /? + 1)，贝 (J 

I 

W(t)~ W(s) = W k+1 (t -k)- W k+l (s — k) 〜 M(0,t-s). 


由公式 (33) 所定义的过程 W 是在 [0, oc ) 上的 Wiener 过程.这个过 
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如果 s G [A;，fc + 1)，而 f € [m，m + 1)，这里 A: < m， 贝 [J 


[s，t) = [s,k + 1)U |J M + l)U[ r »J) LIJ^J + 1) = <P 


ie < t > 


k<l<m 


(参见，图 9). 因此， 

a 

Wit ) - W ( s ) = W(k 十 1) — W ( s )^ (州(， + 1 )- ^(0) + W ⑷- 

Ck + Q + ( 


k<l<m 


(34) 


k<l<m 


m +1 


k fc+1 


/ /+1 


0 


图 9 


• • ■ , Cm 是独立的，且 G 〜 N(0,cr, 2 ),i = …， m, 因此 Cfc + 

. 从而灰⑴ 一 W(,s) 的分布是正态的 N (0, t - s ). 

考虑到，选取由彼此不相交独立随机变量作变量的可测函数,它们是独立的,类 
似的讨论可以验证过程 W 7 有独立增量. □ 

今后，都假定所研究的 Wiener 过程都是几乎处处的轨道是连续的. 


注意，随机变量4, 

+ Cm 〜 1\^0,£ 


2 


(7 


k 


i=k 


补充与习题 


Brown 运动和 Poisson 过程 （在第二章 


对两类具有代表性的独立增量过程 
己经给出了定义）作进一步的研究. 

试求具有强度为 A 的 Poisson 过程的协方差函数，试与 Wiener 过程的协方 


春 


差函数比较. 


( s ， t ) 是非负定函数 (s,tGT , 这里: T 为某个集合).是否存在非 Gauss 

过程 X = { X t } teT }, 且对所有的 s，teT 有 cov(X Sr ,X t ) = r ( s , t )? 

3. 试证，如果 P n { z u - 

(k = 1,... e T ) 是协方差函数，则 P n ( ri ( s , t) r 


2. 设 


r = r 


) 是具有正系数的 n 阶多项式 （m 个变量)， r k ( s , t ) 

( s , t )) 同样是协方差 


，之 m 


，厂 771 


函数 


设在空间⑹，多, P) 上 L 2 - 过程X = { X u t T} : L 2 [ X ] 表示在空间 

L 2 { Q ,^, P ) 中所有 X u teT 线性组合的闭包.试证,如果叉为 Gauss 过程，则 L 2 [ X ) 
是 Gauss 系，即对任意的 n e N 和任意的 K， …，\ e I ： 2 [ X ], 向量 （Yj, … ,Y n ) 具 

有 Gauss 分布. 


4- 


随机过程论 


52 


5 . (自动模式性 质). 设研= { W t , t 彡 0} 为 Wiener 过程， c 为正常数.试证，过 

程 X = | x ( i ) 

6. 试证定理8,即验证 Wiener 过程的原始定义，也就是说在定理8中由公式 
(31) 给出的过程具有独立增量.根据 Doob 定理（参见附录5)，这个过程有连续轨道 
时自然而然的是 Gauss 的. 

研究在第一章例1中，在中的随机游动，即过程部分和 5* = {5 n , n ^0}, 这 

里= 5^0 + 斗… + 71 > 1,和^1, ^2, …为独立同分布随机向量. 设5^0 = 0. 

许多场合关心的是，游动的轨道充满空间 M m 的那一部分，以什么样的概率达到这 
个或另外一个集合等问题.这类问题的经典例子是在概率论教程中的赌徒破产问题 

(参见， [85; 第1卷, p .109], 同样参见第四章例 7). 在读过第六章关于马氏过程以后， 

回到下面给出随机游动的一些结果将是非常有益处的.为此，我们需要一些概念. 


—pX(ct),t > 0 [> 是 Wiener 过程. 




定义 13. 称作在中 Borel 集合 B ， 过程 S = { S „， n 彡 0} 的占位（随机的) 

测度是随机变量 


KB) = E 1 

n^O 

与这测度 " = 〆 .）相对应的强度（非随机的）测度 p = K .) 由下面公式给出 

v{B) = Efi(B) = V P(S n G J5), Be 涿 (R m ). 


{ s n eB } 


n^O 


定义 14. V e ( x ) 表示在中以点 x 为中心以 s > 0 为半径的开球，引入下面 


的集合: 


R = f ]{ 


: fi ( V £ ( x )) = oo } —— 常返集， 


£>0 


P|{a: G M 


平均常返集， 


^(V £ (x)) = 00} 


M = 


e>0 


n { 


e R m : ^( V £ ( x )) > 0} ——可达集 


A 


x 


£>0 


定理 10 (关于二 分法； 参见，例如， [146; p . l 37】). 在中，根据 （1.9) 定义 

的随机游动 s 的实现仅仅是下面两种情况之一： 

1) = M =欠和该集合是在 R m 中的闭半群， 

= = 0 和当 n 

定义 15. 随机游动称作常返的，如果在定理10中有性质 1) 成立,和非常返的 
(或暂留的)，如果性质 2) 成立. 

试证，如果 S = {S ni n ^ 0} 是在 R m 中常返的随机游动，则对每个 N ， 
游动 5^) = { S nk , n ^0} 同样是 • 

下面是钟开莱 （ Chung )- 富克斯 ( Fuks ) 给出的 随机游动常返准则. 


时，几乎处处|乂 


— CX) 


參 
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定理11,(关于常返性；参见，例如， [146; p . l 39]) •在 IR m 中， 随机游动5，= 

{ , n ^ 0}, — 0^ Sn = +… + H 是常返的当且仅当对任意的 e > 0, 


有 


dt = oo, 


Re 


sup / 

0<r<l JV^(O) 


1 - rf ( t ) 


这里 / ⑴, t G M m 是随机向量心的特征函数， 

8. 设随机变量匕在 R 中具有参数为 a 6 (0,2] 的对称 稳定分 布，.即设 


_ 

一 C t 


f(t) = Ee 说 1 = 


(35) 


，亡 € 


试证这样的稳定随机游动 •， 当 a > 1是常返的，当 a < 1是暂留的. 

9. 设 <5 = {5 ；，n > 0} 是在 K m (m > 2 )中的随机游动,且向量&的各个坐标是 
独立的，具有 a - 稳定分布（参见习题 8). 试证明，当 ◎ 是什么样值时候是常返的, 

又是什么样值时候是暂留的. ~ 

被称作在中随机游动 S = {5 n ,n > 0} 的对称化是序列§ = {5 n ,n ^ 0}, 
它与序列 { S n - S^n ^ 0} 同分布，这里 S ； = {5 ^,n > 0} 是序列 {- S n } 的独立复 
制品（可以认为是构造序列 {^,n > 0} 的独立复制品 {< e ；, n ^0}, 且说 = = 

N ). ■ 

j 二 1 

10 . 试证，如果随机游动 S = { S n ,n > 0} 是常返的，则随机游动的对称化 

§= {5 n ,n ^ 0} 也是常返的. 

试证，在中随机游动 { S n , n ^0 }, 如果 

a ) 当 m ‘ = 1 时 n - 

b ) E 6 = 0和 E |^ i ：| 

但不是必要的. 

定义 16. 最小闭集 F C S , 使得 X ( S \ F ) = 0称作拓扑空间 S 的 Borel o ; - 代 
数 上测度 A 的 支撑. 


11 


oo, n 一 1 S n 


0； 


; 当 m = 2. 则是常返的.试举例说明这条件是充‘分的 


> 0} 是在 IR 中的随机游动 ，且^ 具有对称非退化分布，且 


12. 设 S = {S 
有有限的支撑.试证，这样的随机游动是常返的. 


定义 17. 由_度 P & 的支撑线性闭包所产生的子空间，在 R m 的维数称作随， 
机游动 (1.9) 的有效维教. 

13. 试证,如果随机游动的有效维数不小于3,则 随机游动是暂留的. 

在 IT " 中随机游动具有 


PKi = ^i) = p (6 = — e i) = (2m) _1 , % 


m 
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这里向量 q 的第 i 个坐标为1，其他为 0. 称作在 中最筒单的对称随机游动 .这 
种游动可以模拟“粒子”运动，它在任意的坐标轴上任意的方向，都以相同的概率移 
动1个单位. 

由习题13的结果得、到著名的 波利亚 ( Polya ) 准.则 （参 见； [78; 第1卷， p .374]), 

即在 R m 中最简单的对称随机游动，当 m > 3时， 是非常返的 .在丨 78] 中，证明了， 
当 m 二 1和 m = 2这样的随机游动是常返的（为此，费勒 ( Feller ) 指出“条条道路 
通罗马' 


14. (与前面关于随机游动结果相比较)，试证，在 IT " 中最简单的对称随机游动 
所描述的粒子轨道，以概率1有无数次自相交，即以概率1粒子遇到它以前曾经到 
过的位置. 

在 瓦尔德 （ Wald ) 统计序列分析中， 随机辦动找到了‘重要的应用.若 XhXy . 
是在中的独立同分布随机向量,对它们提出两个假设 

H 0 : X r 的概率分布密度为 p 0 ( a ：), a :6 M w ', 

H x : Xx 的概率分布密度为 Pi ( o :), a ： GlR m . 

要求根据 X：jJ = 1，…的观测来区分这两个假设.假设密度 Pi ( x),i = 0，1 是在 

中的正函数，引 入对数似然比 


)兮， w 觸)， 


P 0 面：， ( X n ) 


S n = In 


j,neN 


Wald 对区分这两个假设问题的实质，是选取两个“边界” a , 6这里 a < 0 < 6.， 
在点 ( n , 5 n ) 是在带状区域 {{ x , y ) : JO 0 ，a < g < 6} 内以前；不具备区分这两个假 
设的解（与允许继续进行观测的诺伊曼 (Neumann) -皮尔逊 (Pearson) 统计途径 

不同).当随机游动首先穿过区域的上面“边界”时,接受假设丑 i 作为解（这时，有 
S n ^ 6), 而当随机游动首先穿过区域的下面“边界”时,接受假设作为解（这时, 

a ). 在这里我们将不停留如何选取这些“边界”的问题,对研究推广的例子， 
参见小册子，例如， [84]. 

15. 试证，如果 PA # 0) = 0,则一维随机游动，将以概率1穿出具有“边界 

( a , b ) 的带状区域 a < 0 < 6 (注意, S 0 - 0). 

许许多多的著作都涉及随机游动，参见,例如， [74], [78; 第1卷，第14 章; 第，2 
卷，第12章], [123; 第3章], [146; 第8章].关于应用随、机游动到数学储藏理论,参见, 

例如，同样应提到在随机过程的理论中有着强发展趋势的方向 
中的随机游动. 其模型的主要思想是粒子转移到新位置的概率本身是随机的，且依 ( 
赖于该粒子所在的位置(参见，例 如,, [141]). 还有相对于随 机介质 更复杂的模型，例 
如，与磁场相关的（参) EL ， 例如， [166], 以及那里的参考书目). 

回顾，根据 (1-56) 定义了随机过程在一点的随机连续，而在一个集合的随机连续 
就是在该集合的每一点随机连续. 




在随机介质 
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类似于著名的勒贝格 （ Lebesgue )- 斯蒂尔切斯 ( Stieltjes ) 测度的分解定理，即分 
解为离散的，绝对连续的和奇异的部分（参见，例如， [35; p .410]), 有下面的定理（参 

见,例如， [73; p .163]). 

定理12 ( Levy ). 所有的独立增量随机过程 X = { X ( t),t > 0} 具有如下的 


表不: 


X ( t ) = rn ( t ) + F ( t ) 4- Z ( t ) ， t > 0, 


这里 m ( t ) 是非随机的函数， 1" = > 0} 和 Z = 是独立的独立增 

_ 

■ 

量过程，且 y 是在 [0, oo ) 上的随机连续过程，而 Z 是纯离散随机过程，即过程有如 
下形式： 




雄) = 

k 

这里 T ^{ t k , keN ] 是 [0, oo ) 上的某个可数集合，而 { Ck ^ t ^ eN } 是总体上独立 

的随机变量. 

回到研究一类特殊的独立增量随机连续的实随机过程.从三个简单的练习开始. 
16 .设 X = { X ( t),te [ a , b ]} 是在每一点 f € [ a , h ] 上连续实随机过程.这时，随机 

过程 X 是在 [ a , 61上一致随机连续的，即对任意的£,7>0可以找到 △ = A (£, 7 )>0, 
使得,如果彡 A，Me [ a ，6]， 有 






(36) 


P (| X ,- X 5 | 


除此之外，随机过程 X 依概率有界，即 


(37) 


lim sup P (| X t | ^ c ) = 0 

17 (奥坦韦安尼 ( Ottaviani ) 不等式).设 M ，... 是独立实随机变量，且对 

某个 a G [0, l)，r >0,对 = 1 ，…， n 有 


(38) 


P(H 灸 I 彡 0 彡 


a ， 


这里& =乙％，试证，对所有的 c > 0有 


(39) 


❿ r + cj 


P 




18 •设 X = { X u te [0,oo)} 是独立增量过程，且在 [0,00) 上随机连续,试证 


(40) 


< 


P 


sup 

t^Mn[0,oo) 


这里 M 是直线上二进位的有理数集， 
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定义 18. 定义在[0, oo ) 上在每点 t G (0, oo ) 都是右连（连续）左极（极限存在) 
的实函数全体 £>([0, oo )) 称作斯科罗霍德 ( Skorokhod ) 空间. 

这个空间借助于特殊的距离（参见， [2, §14]) 可以变成 Polish 空间.这个空间 

中的函数通常称作右连左极 ( cadlag ) 函数（它是由法语 ： continue a droite , limite a 
gauche (右连续，左极限存在)；还用 rcll ， 是由英语术语 ： right continuous , left - hand 

limits (右连续，左极限存在）而来). 

借助于习题16 〜 18,与后面将证明的 Doob 不等式（第六章，引理 6) 可以证明下 
面的定理（参见， [39; 第1卷， p .70~72]). 


定理13.在 [0, oo ) 上随机连续的独立增量过程具有修正，使得其轨道是在空 

间 D([0,oo)) 中. 

19. 试证, Poisson 过程是在 [0, oo ) 上随机连续的. 

独立增量随机连续的实随机过程,其有限维分布的刻画可借助于下面两个定理, 

它们分别是属于辛钦 （ Khinchin ) 和莱维 （ Levy ) 的. 

定理14 ( Khinchin 公式； 参见，例如， [39; 第1卷， §16]). 设 X = { X u t ^ 
0} 是独立增量随机连续的实随机过程.这时，对任意的 t > 0和所有的 A g'M 特征 
函数有 


Eexp { iAX t } 


g ( X , x ) u ( dx ) >， 


(41) 


t I ia \ + 


exp 




这里 ， a e R ，" 是 ^( M ) 上的有限测度，和 


( exp { iAi :} — 1 — iX sinx)(l + x 2 )/ x 2 , x ^ 0， 

- A 2 /2, 

这时表示式 （41) 是唯一的，即在公式中，数 a 和测戽1/是唯一确定 r 的. 

定理15 ( Levy 公式； 参见，例如， [39; 第1卷， §16]). 如果满足定理14的条 

件，则对任意的 t > 0和所有的 A e M 有 


(42) 


分 ( A ， x ) = 


(7 2 A 2 


iXx 


1 — isinx ) u ( dx )) > ， 


(43) 


Eexp{iAXt} 


(e 


t I ibX — 


exp 




2 


这里， & e 彡 0， P 是 ^( R ) 上的测度（一般来说，可能取无穷值)，且 


2 


X 


(44) 


({ 0 }) = 0 , 


u ( dx ) < 


oo 


2 


OO 


这时表示式 (44) 中， 6， a 和 P 是唯一确定的. 

j 

20. 试验证,可由 Khinchin 公式推导出 Levy 公式和反过来.这时参数 a , 1 /和 

ha 2 ,? 之间有何关系？ 
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21•设 W = { W u t ^ O } M Wiener 过程 ， x G R ， 对过程 W x ( t ) = : c + W ⑷， t > 0, 

的 Levy 公式是什么样的？ 

现在回过来研究在某个概率空间 （ Q , 多， P ) 上，定义在 R + == [0,. oo ) 上取值于 
的独立增量过程. 

与 m = 1,情况类似引出右连左极 ( cadlag ) 函数的概念/ : R 

■ 

定义 19. 称作取值于的随机过程 X = { X u t ^ 0} 是右连左极 ( cadlag ) i ± 
程,如果它的轨道（几乎处处）是右连左极 ( cadlag ) 函数.如果 P ( X t 一 X t _) > 0,这 
里= \ imX s ( uj ), 则过程在固定的点 f > 0上有跳跃. 

22. 设 X = { X f ,t ^ 0} 是取值于的独立增量随机连续的随机过程.试证对 
X 有右连左极 （ ck 他 g ) 修正，且在固定的点上没有跳跃（参见,定理 U ) 

定义 20. X = { X u t > 0} 是取值于的右连左极 ( cadlag ) 独立增量过程, 
且= 0几乎处处和对每个 h >0, 随机鸾量 X t+h — X t 的分布不依赖于 t e M + 
称作 Levy 过程.具有按照坐标轨道都是不降的 （ X G = 0, X s <毛，对 s < t ) Levy 过 

程称作下坐标的. 

有其他同类的 Levy 过程的定义.例如,要求随机连续过程，从而保证了 X 是右 

连左极 ( cadlag ) 过程（参见，习题 22 ),随机过程 F = { X t + y o ,^0}, 这里％是与 
{ X u t ^ 0}, X 0 = 0独立的随机向量，（久具有定义20的过程）也称作 Levy 过程 • 

全面阐述所有依概率连续，（取值于 M m ) 的右连左极 ( cadlag ) 独立增量过程,特 
别是 Levy 过程.所有这些结果被利用到对 Poisson 随机测度的积分上（参见，例如, 
[146; 第11章 ]). 这里只就叙述关于 Levy 过程增量分布的结果. 

定理 16 (Levy — Khinchin 公式；参见，例如， [86; p .238]). 设叉= { X £ ,t ^ 

0} 是取值于的 Levy 过程.这时，对任意的 t > 0 ，w G R m 有 

Eexp { i ( w , Xt )} = exp {^( w )}, 


R w . 


(45) 


这里 


(46) 


1 — ?: 〈 w ， x 〉 l {lx |o)i /㈣ 

特征 ( b ， C , iy ) 是唯一确定的： 6是中的向量，<7是 m 阶对称非负定矩阵，"是 

^( M m ) 上的测度，称其为 Levy 测度，并且 ^({0}) = 0和 - 


屯 ( w ) = i { bju ) 


m 


(\x \ 2 A l)u(dx) < oo, 


(47) 


ni 


这里符号 “ A ” 表示取极小值（当 u ( R m ) < oo 和 "( R m ) = oc 时). 

公式 （45) 中的函数 ^( u ) 有时可能与 （46) 式有不同的表示（参见，例如， {86; 


p .240]). 
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Levy 和 Khinchin 对无穷可分分布的特 征函数给出了不同的 公式， 但它们中的 
每一个可以推导出另一个.在这些公式之前是由 Kolmogorov 对具有有限方差的无 

穷可分随机变量的特征函数建立起的公式.有趣的是，稳定的无穷可分分布最早 

是在独立实随机变量求和理论中产生的.在这方面作出了基础性工作是 Levy, Polya, 

Khinchin, 费那提 （de Finetti), Kolmogorov, Gnedenko 等人. 关于这方面研究可参见 
参考书 [20,27,50,78,158]. 

对 Brown 运动 W = { W { t ), t ^ 0} 对任意的 c > 0, 几乎处处有下面的等式 

\ W(t + cInT 7 ) - W ⑴ I / In 了 = V 2 c , 


(48) 


lim sup 

供 r-clnT 


对独立同分布随机变量求和类 似于爱尔迪希 ( Erdos ) -雷尼 （ Renyi ) 法则. 

公式 （48) 可以更精确化.为此固定某个 c > 0和当 r > clnT 定义过程 


{ W{t + c \ nT )- W ( t )), 


讲）= 


(49) 


sup 

O^t^T—c In T 


这里 W = { W u t ^0 } 为一维 Brown 运动. 

定理 17 ([170,181] 乂对过程 (49), 以概率1有 

limsup (^( T ) — \/2 clnT)/lnlnT = \/ c /8, 

T—^oo 

lim inf (^( T ) — \/2 cln T)/lnlnT = —\fcjs 


(50) 


(51) 


关系式 （ 50) 首先是由奥尔特加 (Ortega) 和伍施泊尔 (Wschebor) (参见， [170; 定 

理 11) 得到的，而关系式 （ SI ) 是由瑞威茨 （ Reves ) (参见， [181; 定理 2 .1])得到的 • 

有许多关于独立增量随机过程（其中包括 Levy 过程）的著作（参见，例如， [73], 
[99], 以及那里的参考书目)，甚至于,有关独立增量过程的推广到取值于较之更 
一般的线性空间中（参见,例如， [16; 第 2 卷，第 4 章 1). 

现在讨论关于随机函数轨道连续性的问题.下面从经典的 Kolmogorov 结果 


开始 


定理18 (参见，例如， [12; p .124]), 设义= { X ( t ), te [ a , b ]} 是实随机过程，使 
得，对某个 a，e > 0和 C = C ( a , e ) > 0,有 


l+e 


对 s ， 亡 G [ a ，6]. 


(52) 


^\ X ( t ) - X ( s)\ a ^ C \ t-s 


这时，过程 X 存在连续修正. 


试验证，如果条件 （ 52) 中 


0,则定理18的结论，一般就不成立（提示 


3 




♦ 


研究 Poisson 过程) 


Kolmogorov 关于连续修正的定理有许多推广.现在就介绍其中的几个. 
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对集合 V CT (U 可能与: T 重合)，这里 ( T , (5) 是准距离空间 (pseudo 
space ) v 集合氏 .C : T 称作 e - 网，如果对任意的 t G C / II 以找到元素 

换句话说， C / 被下面的闭球所 复盖： 

B e ( s ) = {teT : S ( s % t ) ( s } 

如果 17 具有有限 e - 网，则任意^：的 e - 网称作 最小的 

j _ 

果 i ^( Sf -( U )) 是最小，这里 #( K ) 表示有限集 F 的元素个数.假设 N s ( e , U ) 
^( Sf n ( U )), 特别要强调的是依赖于所取的准距离次数 

H 6 fe , U ) = In N 6 ( e , U ) 

I 

I r 
■ 

称作集合的■熵（通常在 （ M ) 式中对数以 2 为底) • 

由 [153], 在空间 （ U ) 中引入两个条件，设存在那样的 c ? G N 和 a > P 使得对 
每个 U CT , 且具有直径:= sup { S ( s } t ) : s,t e U } < oo 和任意的 e > 0,有 

N s ( e , U ) ^ max { a ( Du / e ) d , 1} 

设存在那样的 6 > 0,使得对任意的最小 e - 网 5 f in ( T ), 对所有的 t e Sf in ( r ) 有 

#(5 f n ( T ) nB 5 e ( t )) 


- metric 


S s '， 使得 


S G 


(53) 




网，记作 Sf n { U ), 如 


,(54) 


(55) 


(56) 


这里 B 5s ( t ) 是根据 （53) 式所定的. 

4 

定理19 (参见， [153;p.134]). 设随机过程X = { X t ,t ^ 0} 在某个概率空间 

上对每个 t e T 取值于 Polish 空间 ( S , p ) 和满足条件 (55),(56) 的准距离 
空间 （T, 6).. 假使,对某些今€ _(0，.1)\ a > 和/3 > 0,对所有的 s,f e T 1 洧 

‘ E ( p ( X ( t ), X ( s )) r ^ P ( 8 ( t , s ) r \ 

这时，对随机 函数叉 存在修正 Y = { Y u t G T}, 具有连续轨道且对任意的 A .G 

(0,7 - ♦) 有 


(57) 


p(y(i),r(s))/^ A (t,s) = o ( 几乎处处 ) 


(58) 


lim sup 


;40 


和对每个 M e r, 有 

•4 


1 — d I-OL 


(59) 


£ Uxxpp ( Y ( t ), Y ( t 0 )) a \ ^ a ( 2 ( 3D T )^/(2 


— l ) a， . 


ter 


注 5. 设是舻中闭的“平行六面体”或 M d+1 中闭的“球”（欧氏距离)，贝 
条件 （55) 和 （56) 满足.因此，由定理19得到定理18,且得到修正轨道的局部性廣 

的结论. 


为了对随机函数X引入较一般的矩条件，研究在 M+ = [0,OC) 上正严格增的凸 
函数也且 0( o) d 的反函数用少来表示. 
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•定理 20( 参见， [79]). 设随机过程义={石，00}在某个概率空间你多， P ) 
上对每个 i 取值于 Polish 空间 (5, p ) 的随机函数和准距离空间 ( T ,<5) 使得，对 

某个 M > 0,对所有的 s，t eT, 如果 S(t } s) ^0 ^ 


(60) 


Ei ； (p(X(t),X(s))/S(t,sy)^M 

4 # 

^ p(X(t)/X(s)) =0 几乎处处，如果 S ( t ， s ) = 0,这时，设 


(61) 


^(N 6 (T,£))d£ < oo, 


+0 


这里积分区域取自某个0区域的正部分，这时，随机函数 X 存在连续修正. 

24. 设 X = { X ( t),tG [0,1]^} 是对每个 t 6 了取值于 Polish 空间 (5, p ) 的随机 

场，且对在 1 R + 上某个正的不降连续函数/和1满足条件 

E ( p ( X ( t ), X ( sW ^ r (\\ t - s \\), 

f(x -p ’ d )dx< 


( 62 ) 


+oo 


(63) 


oo , 


这里积分区域取自00的某个区域.试证，随机函数 X 存在连续修正（利用定理 20). 

注6 (参见 [79]). 积分条件 （63) 是最佳的，即可以构造一个随机场，它满足习 
题24中除了条件 （63) 的所有条件,但是它没有连续修‘正. 、 

' 从定理20可以得到#名的当雄利 ( Dali ) 结本 

定理 21; 设义 = {X u t E T} 是实 Gauss 过程， r 是任意的赋予下面准距离的 


集合 


S(s,t)^(E(X s -X t ) 2 )^ 2 


设 


(64) 


00 . 


+0 


这时，存在 X 的连续修正 


基于 优越测 度概念的 介入， 使得在随机函数轨道性质与距离熵的研究取得极其 
丰硕的结果.这个概念在一定意义下给出了参数集,合构造的更好估计.事情在于，距 

离熵正好有时对“几乎是空的”和“充满了”具有“定半径球的集合不加区分. 

_ 

代数上的概率测度 M 称作优越的， 


定义 21. 定义在空间 （ T ，5) 的 Borel 


a 


如果 


| \nfi(B e (t))\ 1/2 d£ 


(65) 


< oo , 


sup / 

ter Jo 


这里 B e (t) 是根据 （53) 式所定义的 
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因为，对 e > D T ^( B 6 ( t )) = 1,则在 （65) 式中的积分区域事实上是由0到， 
而积分 （65) 的有限性等价于这个积分区域在某个0区域的正部分的积分有限性. 

25 (参见， [48; p .182]). 试证优越测度的定义等价于下 面的： 在正的 " _ _度的 

集合上存在 g > 1和： T 的逐渐加细的化分序列 ^ = 使得 ) 


⑽)| 1/2 


sup Dq ^ 2q~ k 和 


( 66 ) 


.sup 


t^T 




这里 C k ( t ) ——(唯一的）那个包含点 t 分割爲中的集合. 

定理22 (参见， [48; p . l 93]). 设 X = { JQ , t 彡 0} 是在某个紧空间 （ T ，<5) 上的 
实 Gauss 随机函数.这时，它的有界性的充分必要条件是存在优越测度，而它的连续 
性的充分必要条件是 


limsup / | = 0 


(67) 


teT Jo 


自然，这个定理涉及的是存在相应的修正轨道. 

充分性条件是由费尔尼科 （ Fernik ) 给出的，而必要性条件则由塔拉格兰 

( Talagran ) 给出. 

注意，对优越测度同样可以利用下面积分的有限性来定义： 


■ de 


$ 




对某确定的函数伞类,参见，例如， [153], 

Gauss 随机函数的性质研究可参见 [29,48,52,79,81]. 在这些书中有着广泛的参 
考书目.一些结果涉及 Brown 运动的轨道，它们将在下面的几章和补充中研究， 


/r/r — ^xl 

二 ■ ""if" 


布朗运动.轨道性质 


内容摘要：布朗 （ Brown ) 运动（维纳 （ Wiener ) 过程）轨道的几乎处处不可微性 . Wiener 
过程的马氏性. 滤基. 停时及它们的例子、由停时 t 以前，所有观测的事件所组成的 

代数 麥丁 • Wiener 过程的强马氏性.反射原理. 0 - 1律 •在 [0, t ] 上 Wiener 过程 

_ 

极大值的分布.重对数律.重对数局部律. 


a— 


§ 1 . 在初学这一章的时候，可以只限于了解 Brown 运动的马氏性和强马氏性 
的证明 （§2 和 §6). 为此重要的是掌握停时 t (§3) 和事件 cr - 代数多 r (§5) 的概念. 
希望对 Brown 运动重对数定律的证明 （§11) 进行剖析，为此要求掌握由§10推论1 
所得到的结果的论述，它描述了 Wiener 过程在区间 [0, T ] 上极大值的分布. 

下面的结果说明了 Brown 运动轨道的构造是多么的不正规. 

定理1 (佩利 （ Paley )- 维纳 （ Wiener ) - 济格蒙德 ( Zygmund )). 以概率1, 

Brown 运动 W 0} 的轨道在半轴 [0, oo ) 上，无论哪一点 f 都不可微. 

证. 研究区间 + 这里 /C € 假如在一点 se [ A:,/c + l ) 对 

可微，由此可得在这点 s 从右可微，而这样就存在 G N(g = q{s,u;)a = 

l { u ), s ， q ( s ， L0 ))), 使得对所有的 i G [ s , s + q ~ l ) C [ A :，+ 1) 有 


— W ( s ^ uj )\ < l(t — s ) 


(1) 


对 l ， n，ieN (和固定 fc ) 引入事件 


71 


，当 j 


i + l,i + 2,i + 3 




W[ k + ^,00 -W[ k+- —— ， o; 


彡— 


uj 






n 


n 


n 
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研究在⑴式中 的/和 g . 如果 4 /n < 1 /g 和 i = i ( s , n)(i e {1， … ， n }), 选取那样的 
使得 k (i — l)/n ^ s < k + i / n , 则对 j i + 1, i + 2, i + 3 和 w , 满足 （1) 式（参 

见，图 10)， 得到 


s 


— W [ k -\ - ，w 


W k + - 7 cj 


n 


n 


— W u?) + W (5,c^) — W ( fc + - ^ oj 


< Wik + 




n 


n 


71 


3 


4 


<l — +l ，一 




n 


n 


n 


5+ T 7 


S 


q 


k 


k ^— 灸十丄 k +— ^+― k ^^- 


fc +1 


n 


n 


n 


n 


n 


图 10 


n 


因此，如果对 0 ； 性质 （1) 成立，则 n LM/ ， n ， i. 弓 1 入集合 At = { w : •，⑷即 


n>4g i 二 1 


便在一点 selk,k + l ) 上可微 } (如果 S = / e ， 则认为所指的是从右可微).由所讨论 
的，得到 


n 


风 cuu n u 為 

q=l 1 = 1 n>4：q i=l 


( 2 ) 




注意,对任意的事件序列 e 多 ， n eN 有 


oo 


f | B n 


彡 liminf P ( B n ). 


P 


rt—1 


因此，对每个 qJeN y 由于过程 W 的增量独立性，得到 


n 


n 


n 


Pi 匕 M“ n 


彡 liminf 

n —>00 广 ^ 


u 乂 


彡 lim inf P 


P 


l)n，i 




n>4q «™1 


3 


7/ 


^ lim inf n P W 








n 


n 


3 


71 


p ⑴ N 


=lim inf n 


3 


14! 


= 0 


彡 lim inf n 


这里，我们利用了，当 f > 0,而对 z > 0 ? W ( t ) - N ( o,o 




2 


x 


p (剛 I g ) 


e~~dx ^ — =2 z 

V 2 tt 


\/27 r 


—Z 
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(现在应该明白为什么定义时需要研究过程 w 的增量在三个区 间上： iu - 

^-)/nJ/n)J = i + l,i + 2,z + 3. 

考虑到，可数个0测度集的并集是0测度集和前面说过的概率空间的 
完全化,得到对任意的 fc = 0,1,2,…有 Ppfc ) = 0. 如果 P 是点 W 的集合,对 w 来 

说，至少有一点 s € [0, oo ) 上 W {-, uj ) 可微,则 D = 0认.从而有 P ( D ) = 0 .口 


fc =0 


前面给出的简单证明是由德沃里茨基 ( Dvoretzky ) -爱尔迪希 ( Erdos ) -角谷静 

夫 ( Kakutani ) 给出的. 


§2, Wiener 过程的增量是 Wiener 过程 • 


定义 1. 在概率空间⑴，多, P ) 上随机函数 X = e T } 称作不依赖于 

代数 孩 d 如果 a - 代数 <7{ X u te T } 和# 独立. 

定理 2 (Wiener 过程的马氏 性). 对每个数 a ^ 0, 过程 X = {义⑴=+ 

a ) — W ( a)^t > 0} 是 Wiener 过程，与 a — 代数 = a { W ( s ) : 0 ^ s ^ a } 独立， 


a - 


证，显然， X (0) = 0 ，X = { X ( t ) : t ^0} 有连续轨道，独立增量和 X ( t )- X ( s ) = 

I 

_ 

W(t + a ) — W(s + a ) 〜 N (0, i — s )，0 彡 s 彡因此，过程 X 是 Wiener 过程.现在，验 

证定理的最后一个结论. 


根据第一章引理9,只需要验证，对任意的 n，m e N 和所有的0 = ~ < h 

事件 


< 


〈亡 n，0 = Sq < Si 〈 


< S 


• # « 


{J\T(to) G So, X(t\) G Bi ， … ， X(t n ) G 

A 2 ^ {W(s q ) e Co, W{ Sl ) e (7 1? … ， W(s m ) G C m } 


A 


0, … m )_ 类似于 （ II .2) 借助于相应 


独立，这里 Bi.Cj e ^( R)(i = 0, 

的向量 f = ( X ( t 0 ), X ( ti ) - X ( to ),--- 和疗 = ( W ( s 0 ), W ( Sl ) - 

H "( s 0 ),-- , W ( s m ) - Wism ^)) 的线性变换向量，可以得到向量 < =( X ( t 0 ), ••-, 

X { t n )) 和 r ? = W { s 0 ) r - , W ( s m ). 由于过程 W = { W u t ^ 0} 增量的独立性可 
以得到 f 和？的独立性.因此,（作为独立向量的函数 K 和 r ? 独立.从而事件山和 

也独立 .口 


，汀 ； J 


• • * 


§3. 自然产生这样的问题4定理2中的常数是否可以改换为随机变量，来推广 

定理2?回答是肯定的，只不过是要针对确定的一类随机变量. 

• 定义2•设说多）是可测空间 ，: T C R 和 IFr = (^ t ) teT 是在多中的某个 
代数流（“滤基”)，即对 s 彡 t ( s,t G T ) 有忒 C 只 和对所有的 t & T 有多 t C 穸, 

代数流多= a { X ( s ), s ^ t , s € T},teT 称作过程的自然 a -代数流.换句话 

说,对每个 teT,(7 — 代数多 f 是由在区间（- oo ， i ] n：T 上的过程流产生的. 


<7 — 


a - 
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TU {0 C } 称作相对于 (7 _代数流 F 的停时，如果对任 


定义3,映射 r j 

意的 t G 了有 {cj : t ( uO 停时称作有限停时 1〗 ，如果几乎处处 r ( w ) < 


-> 


oo. 


注 1. 和前面一样，所有的研究都是在完 全的概 率空间 （ f 2, 多， P ) 上. 同样假设， 
所有的 a - 代数 穿 u teT 都是包含0概率集合类/的扩张. 

作为练习，可以证明，如果 

T ^ Z + , 则下列随机变量也是相对于 a - 代数流 Ft 的停时 


. 是相对于 a - 代数流 F r 的停时，这里 


Tl ， T 2 , 


^ r n (m E N ), (3) 

n=l 


( a ;) = 0€了沁=常数)， 


mm r n} 

l^n^TO 


max t 


丁 


l^n^m 


⑷ 


lim inf r n , lim sup r n 


盔卜 ， 


supr n ， 

nGN 


如果 T 是相对于 a - 代数流 F r •的停时，这里： r = [0, OG )， 则对任意的 t 彡0,有 


{r = t } = {r ^ t}\{r < t } e 


(5) 


c (如果 t - fc - 1 <0, 


因为对 6 > 0 有 {r < t }= U ( T ^ ^ - fc -1 } e U 
则 {r ^ t - fc - 1 } = 0) 

当离散情形时,相对于^ - 代数流 IF = {^ n }^0 定义停时,显然等价于,对每个 

G Z + 有 {t = n } G 久 . 

设 t 是相对于 cr - 代数流 F r 的停时,而 a : Q -， T \ J { oo }, 且几乎处处 
这时，由于注1，随机变量 a 同样是相对于 a - 代数流 F r 的停时. 


—fe — 1 


fc=l 


k^l/t 


n 


注 


鲁 


设叉= { X n ,n ^ 0} 是离散时间实随机过程，= «)岭 0 是自然^ ~代数 
流.这时,对任意的 Borel 集 S ， 


⑹ 


t{lo) = inf{n ^ 0 : X n (oj) € 5} 

将是停时，因为 {r = 0} = { X 0 eB } e 多 o X , 而对 n 彡1, 

{r = n} = {Xo ♦ …， X n -\ ^ B , X n G B } G ^ 

§4. 类似于 （6) 式，但对连续时间的过程,下面定理给出较复杂停时的例子 • 

定理 3 •设 X = 彡 ◦} 是（对每个6彡 0) 取值于距离空间 （ S ,/9) 的随机 

函数.设 X 儿乎处处的轨道是连续的.这时，对任意的闭集 FcS , 时刻 

Tp(u)) = inf{t ^ 0 : G F } 

是相对于过程 X 自然 CT - 代数流 F x 的停时（规定，如果对所有的 t 彡 0, X ( t , w ) i F 

则有 Tf ( o ；) = oo ). 

i ) 迭里停时 (stopping time ) 在俄文原著中是“马尔可夫时”，而有限停时就是在俄文原著中的 
停时”-译者注. 


X 


⑺ 
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证.设对点的轨道连续，这里 D c Q 和 P ⑴ ） = 1. 取任意的点 x 0 es 


定义过程 


如果 t 彡 0， u ; G 0， 
如果 t ^ o , u ； en\n 


X(t^ uj) — 


XQy 


由于概率空间是完全的，过程 X 是过程 X 的修正，它对所有的有连续轨道. 

_ 

利用注1和2,可以看出，不失一般性可以认为在 [0, oo ) 上所有的轨道都是连续的. 

定理证明的途径是这样的.过程 X 的轨道连续性和集合 F 的闭性，允许我们 


建立 


tfM = lim T n ( oj ) 对所有的 a ;, 

n—^oo 

- inf{t > 0 : X ( t , co ) G G n } (简化写法)，而开集 G n = {x e S : 

p ( x , F ) < 1/ n } 乃是区域 F 以 1/ n 倍的扩充.为了证明 t f 是停时，我们不可以直接 
利用性 质⑷和 （8), 因为只验证对每个 n e N 和任意的 t > 0有{^ <蚪 e 多产 （ 请 
与停时的定义进行比较).然而这样也就达到我们的目的了，因为当0 < t < oo 时， 
我们有 


⑻ 


这里 


丁 n := 丁 G 


{ a ; : t f (u) = P | { a ; : r n (uj) < t}, 


⑼ 


<0} = { X (0, uj ) eF } (意味着，包含在中)，这是由于 X 轨道的右连 


而 {w 


丁 F 


续和集合 F 的闭性. 

现在进行详细的证明.首先验证，如果 G 是 S 的任意的开子集和 t g 根据 （7) 
式所定义的，只不过是将 P 换成 G ， 则有 {0； : tg(uj) <t}e 多 f . 为此要验证 


U 外， 


(10) 


{re < t} 




r<t,rGQ+ 


这里 Q + 是非负有理数集.事实上，如果对某个 r < t , reQ +^ X ( r , uj ) G G , 则有 

( r < t .男 一 1 方面，设 tg(w) < t . 这时，可以找到那样的 
X ( s , a ;) € 既然 G 是开集，而 X 的轨道是右连续的，则对所有从右边足够接近点 
s 的 u , 有 e 在这些 w 中间有有理数点 r < t , 这样证明了 （10) 式. 

注意，对 r < t 有 { X ( r ) € G}e ^ C 多 t x , 而在公式 （10) 的右边是从 多产中 
取的可数事件的并.因此， {w : t g (uj) < t}e ^ 和特别的，对每个 neN 和任意的 

t 彡0有 { a ; : r n ( uj ) < t } e 对. 

现在证明 


( w ) < t , 使得 




r n ( u ) Z 1 当 n 

显然 ， F C G n+1 c G n , 由此可见，对所有的 

r F ( u ). 因此对每个 w 存在 


( 11 ) 


oo , a ; € 

N ， a ; G 有 r n { u ) ^ r n + i ( u ;) ^ 


n G 


(a?) < G [0, oo] 


lim r n (uj) 
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由此可见，加果 Too (0；) 
tf(oj). 由于 X 的轨道的右连续得到 X ( r n ( Lo ), u ) e [ G n ], nGN , 这里 [.] 表示集合的 
闭包. 考虑到叉轨道的左连续和对 n 彡 fc 有 [ G n ] c [Gy ,得到对 u ; e {too < oo }, 有 


则 t f (uj) 


验证对 


} ，有 丁 ooM = 


U) e iToo <00 


= OO, 


OO 


GO 


叉 OooMw) = lim X(t u {uj),uj) G H [G k ] = F, 

-M ― I I 


k=l 


这样，对所有 w G Q 有这与已证的不等式 Too ( u ；) < t f ( u ) 比较，于 

是有 （ 11) 式. 

最后，验证性质 （9). 如果 r n ( cj ) < t,n G N , 则由于 （11) 式有 r F { u ) 彡 t . 另 

方面，设 t f ( u ) ^ t,t > 0. 如果 t f ( uj ) = 0, 则根据 （ 11) 式对所有的 n G N W 

T n ( uj ) = 0 < t . 对 u ; e = {w : 0 < t f ( u ) ^ t } 证明 r n ( u ) < n E N . 

设 cj e D ’， 这时 r n ( o ;) — s - tf ( uj ) > 0 (n 

和 X { r n { uj ), uj ) e dG n ( dG n 是集合的边界).既然在任意的点 X { r n { uj ), w ) 的邻 
域中，这里0 < r n M < 00 ,可以找到 G n 中的点，又有点不包含在中的点（当 
— 00 时， t n , k ( uj ) I r n ( o ;), 对这些来说, X { t n ^ k ( uj )^) G G n , 同时 赛 G m 对 

亡 < ^ n (^)) - 考虑 C { a : G S : p { x , F ) — 1/ n }， 得到不等式 r n ( u ) < r n + i ( oj ) 对 

e n f 和所有足够大的 n (如果 = 1 /n 和 p ( X { r n +1 { u ;), u ;), F )= 

l/(n + l )， 贝 lj T n ( u ) ^ T n +1 ( w )). 因此，因为已验证 {w : T n { u )) < t } e e ^ 6, 

又 （9) 式成立，于是定理证毕 .□ 

设 t 是相对于 (7 -代数流 (^ t ) t € T 的停时. 

定义4.设 




). 因此，对足够大的 n 得到 r n { uj ) > 0 


— 00 


a ; 


5 


寺 


多 t = {A e ^ ： An {r e 对任意的 t eT } 

集合类 A 是（很容易验证 ） cr - 代数,称作观 测到随机时刻 T (也包含它）之前的事 
件 (J - 代数（简称停时 (7 - 代数). 

下面介绍停时的简单性质，它推广了关系式 （5). 如果 a 是相对于^ - 代数流 
(^ t ) ter 的停时和 A e A ， 则对每个 teT 有 


( 12 ) 


{<r < ^} = [^J (A f 1 {a — q x }) E 


An 


(13) 


g =i 


An {a = 亡} = (An {a ^ t }) \ (^4 0 {cr < t }) e 

定义 5 . 称作 a - 代数爹和 JT (都包含在多中）在事件 A 上重合， 如果 
沴 n 光和 An ^ = An j^{A = {AC : C e 淨 })• 类似地，有在集合 A 上 

省 d 如果 Ag 沴 n 方和 An 爹 cAn 光. 

设 （ TAa )( y ) = min { T ( a ;)， a ( UJ )}， Ct ； G 


(14) 
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引理 1. 设 t 和 a 是相对于 0 ■-代数流 (^ t )teTjT c M 的停时.这时， 

1°. n {r ^ cr } C ^rAa = ^ 

2°. 如果在集合 A 上有 
特别的，在集合 {r = t},teT 上有多 T = 

3°. r 是多 V - 可测的随机变量， 


则在集合 A 上有多 T = A (其中 A e 


t = a 


证. 验证 


n{r <cr}c^ a , 

即，验证对任意 A e 和每+ t e T , 集合 C = A n {t < a } n {a < t } e 爲.显 

然 ， C = An {r ^ f } H {a ^ t } D {r At ^ a A i }, 而 t 八亡和 a 八亡不难看出是死- 

可测.因而 { rAt ^ aAtjG ^ t . 除此之外 ， A n { t 彡 t } G 多 t 和 { a ^ t}e ^因此 
C e (15) 式得证. . 

将 （15) 式中的 t 和 cr 用 t 和 tAct 代替.再有 {t < t 八 < j } = {t < a }, 于是 

得出1°中的第一个关系式.现在，将 （15) 式中的 t 和 a 先用 T Aa 和 t 代替,然 

后再用 T 八 0 ■和 CT 代替，得到 ^ r /\a C 多 r 和 淨 T f\o C 久（由于 {r A CT ^ r } = H 

和 {rAa ^ a } = 17). 这样，多 ； A(7 C ^ T r \^ a . 为证明相反的包含,取任意.的事件 

乂 G 多 V 门武7,有 D ~ An { rAa ^ t}e 考虑到 {r A a < i } = {t 彡 i } U {a 彡亡 } 

^ D = { An { T ^ t }) U ( An { a ^ t }) G 关系式 1。证毕. 

由 （15) 式得出 


(15) 


多丁 n {t = a} = #丁 n {t 彡 a} n {t = a} c I n {r = a} 


}， 这样保证了等式 

} G n ，因为 D 6 多 V 和 


交换 T 和 a 的位置，有 A n {了 = a} C 多 T n { 

} = ^ D{r = a }. 除此之外，有 { 


a 


n {r = cr} = n {t 彡 a} n {a 彡 t} C n {a ^ r} C 多 r ‘ 


} r\A = ^ r \ A . 因此 , 2。 得证 * 

R 和 t G T . 事实 


不难看出，多 r n A = n {了 = a} n A = 武 7 n { 

为了证明 3°, 只需要验证 {r At } e 对任意的 

上如果 xeT 则对所有的 x 彡 t , 还有当 a ： < t 该式都成立.现在设 xiT , x<t 


r = cr 


X G 


如果，集合丑 a ； = {s G r : s < a :} = 0，则 {t 彡 x } = 0 e 界.如 果民兴 0， 

设； c’ = sup{s : s 6 B x }. 当 a:’ e I 1 时，有 {r ^ x} = {r ^ x r } G ^ x > C 如 
果 r ， 则 {r ^x} = 0 0 ■ 彡 M} ， 这里亡 n € T，k 了 X ', 当 

n=l 

{r ^ ac} G 口 


时，因此， 


n —^ oo 


§6. 研究 Wiener 过程 (Brown 运动）马氏性的一种重要推广. 

定理4 (强马氏性)•设 t 是相对于 Wiener 过程 W = { W ( t)^t ^ 0} 的自然 

(^ t w ) t ^ o 的有限停时 • 这时，过程 Y = { Y ( t ) = W ( t + r )- W ( r ), t ^0} 


a - 


w — 


代数流 F 
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是 Wiener 过程，且独立于 tr -代数(根据 （12) 式对 a - 代数流 (^ t w ) t ^ o 所构 
造的）. 


证.首先对 w e { t ( u ) = 00 } 定义过程设 

W{t t{uj),uj) ― W ( r ( a ;), a ;), 对 a ; G = {t < 00 }， 

对 w 


Y(t,u) = 


(16) 


0, 


Wi Y 是随机过程（即随机变量族)，因为根据第 一章， 习题27和28 (过程 W 是可 
测的，作为过程具有几乎处处连续 轨道： 下面我们将直接看到对每个 O 0, Y ( t ) 6 

癸 I 涿 ( R ))， 


构造下面的随机变量序列 T n = T n { u ) 来逼近 T = t ( lo ) 


r n { oj ) = y^k2 


— n lAu ， 


(17) 


k=l 


{(k - 1)2- n < t(cj) < fc 2- n } 对 fc > 2. 显然，当 


这里 A # = {r ^ 2—1, 人， 

时,对所有的 a ; e 有 T n ( cj ) I r ( a ;). 除此之外,对每个 neN , 随机变量 

是相对于 a - 代数流多”的停时，因为对任意的 f > 0,有 




n — ^ oo 


丁 71 


C 多/这里 k = max { 《： 17 T U ^ t } 


w 


{ r n ^ t } = {r < fc2 一 n } € ^ 


k 2 一 


由于 Brown 运动的轨道几乎处处连续，当 


时，对每个 O 0,几乎处处有 


71 — 00 


(18) 


W { t ^ r n ( u )) y u ;) ―> W { t - {- t { uj ), uj ), 


对所有的 n 6 N ， t 彡0, z e R , u ； 6 Q ， 考虑到 （5) 式，有 


: W(t-\-r n (u),u) ^ z} = : W{t + k2~ n ,uj) ^ 


r n ( uj ) = k 2~ n } e (19) 


k=l 


由 （18) 和 (19), 利用第一章引理6和注1得到「对每个 t > 0, Y ( t ) 是随机变量. 
显然同样对随机过程 y 的轨道也是几乎处处连续的. 

现在证随机过程 F 独立于^ - 代数多 r , 且是 Wiener 过程. 

正如在定理2的证明，只需要验证，对任意的 A e ^ T ,m G N ,0 < ti < 

B G 涿 ( R m ) ，有 


< 


« * 


■ 


rrtj 


( 20 ) 

論 


P ( An {^ GB }) = P ( A ) P (^ eB ), 


这里 ， <e = ( Fh ) ，…， lUn )), 在 （20) 式中只需要对闭集研究即可（根据第一章，引 
理4,对任意集5和任意的£>0都存在闭集巧 C B ， 使得 P^(B \ F £ ) < s ). 改写 
(20) 式如下 


(21) 


= E1a • E1^ 6B } 
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关系式 （21) 将被满足，如果对每个有界连续函数/ : R m — R 有 


El A /(0 = El^ • E/(0 


(22) 


取 f k ( x ) = ( p [ kp [ x ， B ))， 这里 


1， 当 “0， 

W ⑷=^ 1 — 当 G [0, 1]， 

当 i > 1， 

和 p ( x , B ) = inf { p ( a :, y ) : yeB }, p 是欧氏距离.连续和有界连续函数的复合函数是 

有界连续函数 W -, B ) 对闭集 S ， 是连续的).因此，考虑到，对 a ; e R ' 当 /c 

时，有 fk ( x ) — Is ㈤ ，于是根据 Lebesgue 控制收敛定理得到结论. 

再证 （22) 土,在利用 Lebesgue 控制收敛定趣,对任意的 A e 多 r 有 

El A /(0 = lim E1 a / ⑹， 


(23) 


0, 


—^ oo 


(24) 


这里，当 

处处 _ 利用 Lebesgue 积分的可数可加性，有 


时，^ = { W { t x + r n )- WK)， …， W ( t m + r n ) - W ( r n )) ^ ^ 几乎 


n — ^ oo 


El^4/(€n) = 〉: [1^4/( 匕 )1{ 




}/ Kn ， fc )， (25) 


=fc2~ n } = 


=fe2 一 


n 


fc=l 


fc=l 


这里 €n，fc = { W { t x + k 2- n )- W { k 2 - , W ( t m + k 2- n ) - W ( k 2- n )). 由于 （17) 式， 

对 A e A ，有 An {a = k 2~ n } = AnA kfTl g ，芑 _ n . 根据定理2, a - 代数 „ 与 

Uk 独立，除此之外，的分布与向量的分布相同.这样 （25) 
式右边部分等于 下式： 


E/(W(0, …， W ( t m ))^2 El^n{r^ fc2 -} = E/(W ⑹，…， W ( t m )) El A . (26) 


fe=l 


取 A = A 由 （24) 和 （26) 式得到对任意的有界连续函数/，所有的 m e N 和 
0 < 


<亡 m ， 成 


* * 寺 


E/(K ⑹，…， Y ( t m )) = E/(W ⑹，…， W ( t m )), 


(27) 


从而证明了（2 2 )式. 

由 （27) 式,通过极限过渡到示性函数,得到 y 和 W 的有限维分布是相同的.因 

此， y 是 Wiener 过程 .口 


注意，另一种强马氏性（更复杂的公式）将在附录6中研究. 

§7. 利用上一节关于强马氏性的结果,来找出某些 Brown 运动泛函的分布.首 
先要介绍的是所谓的反射原理. 
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{ u ) 是相对于 (7 - 代数流= ( F ^) t ^ o 的有限 
停时，则从时刻 t { u ) 以后的过程 W 就好像是从点 (r(c;),VF(r(a;),w)) “出发”新的 
Wiener 过程.显然，随机过程 -W ^ 0} 同样是 Wiengr 过程.这样 一 来, 

随机过程相对于横坐标轴“反射”重新是个 Wi_ei^r 过程.因此，自然而然地希望，如 

果从点 (t{u),W{t{<jj),u)) 出发,对时间 f 彡 r(w), 相对于直线 y = W(t{u),uj) 过程 
的轨道 W { t , u ) 进行反射，所得到的过程也是 Wiener 过程.为实现这个想法，需要 

给出严格定义. 


定理4告诉我们，如果 




(0；) 是相对于随机过程 W 自然 

fir = {T < 00}(P(fV) 二 1) 引入‘‘反射过程’’ 


代数流的有限停时.对 o ； e 


设 




0彡 t 彡 T ( CJ )， 


释，。)， 

2^(x(^),0；) — W(t^uj) y t > t(uj) 


(28) 


Z ( t y to )= 


和对 o；efi\n T 设 Z(f，a；) = (参见，图 ll) 


W{u 0 )) 


X(t, CD) 


( o ) 


o 


咖) 


图 11 


定理 5 (反射原理).由 （28) 式所定义的过程 z > 0} 是 Wiener 


过程 


证.对所有的 t 彡0和 o ； e Q 有 


Z{t,u) = w(t,uj)l {r ^ t} + {2W(t(u)),u) - Ty(t,w))l {r<t} , 

因此, .) 对每个 t > 0是一个随机变量. 

Z (^ uj ) 的轨道几乎处处是连续的，因此类似于第一章引理12的证明，不难验证, 

Z(-,u) 是取值于 Polish 空间 Co([0, oo)) = {/ G <7([0, oo)) : /(0) = 0} 的随机元，该 

空间赋予紧集上一致收敛的 距离： 


sup 1/⑷一 5⑴ 


te [ 0 , n ] 


P [ f ， 9 ) = 〉: 2 


f，g & c Q ([ 0 , oo )) 


(29) 


1+ sup 1/ ⑴ -分⑴ |’ 

tG [ 0 , n ] 
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设 Y = { Y ( t , io ), t ^ O } 是由公式 （16) 所定义的过程.引入“停止过程” X = 
{ X ( t , uj ) = W(tA r \ Q ), Lo),t >0} u ; e Q \ n r W X { t , uj ) = W ( t , o ;)). 考虑过程 W 

的轨道几乎处处连续的，可以看出 X (^ u ) 是取值于空间 C 0 ([0, oo )) 的随机元. 

定义映射（在点&处“粘接”函数 9 和 /) L V j C 0 ([0, oo )), 这里 V = 

[0,. oo ) x C 0 ([0, oo )) x C 0 ([0, oo ))，. 设 

h ( b ， f [ H ))( i )= /( t ) l [ o ,6 ]W + ( f ( b ) g(t - b )) l { byO 0) ( t ). 


注意，对所有的 


h ( r ( a ;), X (-, a ;), - Y (- } uj )) —. Z {- yLo ). 

r 

考虑到注 2, 不失一般性，以后可以假定= a 这里6 c Q 且是由那些在 
[0, oo ) 上 W {-, u ) 有连续轨道的点 U ； 所组成. 

如果随机元 （ T,X ， y) 和 ( r , X , - Y ) 在空间（ V ， 溪 ( V ))上有相同分布（该空间是 
三个 Polish 空间的乘积空间上,而距离取自三个空间距离的极大值)，于是就可证明 
该定理.由于/ I 是由空间 V _ 到空间 C 0 ([0, oo )) 的连续映射（以引入的距离)，这意味 

着 , /I G 潔 ( V ) l 激 ( C 0 ([0, oo ))) -可测的. 

随机向量 （ t ， X ) 是|^([0, oo )) x ^( C 0 ([0, oo )))~ 可测的，根据强马氏性，有 
VA ^ r , 这里1表示相互独立.因而 ( r , X ) iLy . 所以 

I I 

Law((r, Y)) = Law((r, X)) (g) Law(Y} = Law((r, X)) 0 Law(I^). 

显然,过程 {- Y ) 同样不依赖于多 r , 而因为 (- Y ) 也是 Wiener 过程，则 

Law ( r , X , — Y ) = Law (( r , X )) ® Law (— F ) — Law((r , X )) 0 Law ( W ). 


根据结论 1 和第一章引理11，为验证向量 ( r , X ) 的可测性,只需姜验证它的每 
一 坐标分量是多 V -可测的. 

由于引理1的结论3°， t 是象- 可测的随机变量. 

为了证明 x 的多•， - 可测性，借助于构造一逼近的序列冬-可测的随机元 X n , 

时，有收敛于 X . 

P ■ 


使得当 


n — ^ oo 


为此引入随机变量 


(^) = Yl k2 


)( 了 ㈣） T t ( w ), 


—n 


1 


[fe2 - '(fc+l)2 - 


k ~0 


时，对所有的 w e a 
设 X n { u ) = W { tAa n ( u ;), uj ), 这里 * > 0 是固定的，而 n e N , a ; G a 至于验证 

的 & - 可测性，因为完全与定理3中证明一样，在这里我们就不再去讨论了. 


当 


n — ^ oo 
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我们将看到在随机分析中反射原理是一种强有力的工具，特别是在下面 

§10中的证明里可以体会到. 

我们需要下面 Kolmogorov 的一个著名结果- 


« 


定理 6 (0—1 律) • 设在概率空间 （ Q ， 多， P ) 上给定一族取值于可测空间 

St^Xt £ 多 | 鐵 t，t G T , 


( S t ， 涿）的独立随机元 { X u t e T},T c 艮即 A : P 


记 


S'eTn [ o ? oc )}. ， 

-代数淨 = n ^ t 是退化.换句话说，对任意的 

概率 P ( A ) 等于 d 或1 (如果 : Tn h 5 o ) = 0 ，则 ：= 0 ). 

证.任取一个事件 A 并且验证 A 独立于儿事实上，对每个 t eT 有 

穿》. 根据第一章引理3,对任意的£>0,都存在生成 a - 代 数多& 的代数中的 
集合又，即形如{( X …… , X tn ) G B } 的集合，这里 B G h n 、t ^ t x < 

(所有点取自 T )， n € N , 使得 P { AAA S ) < £. 因此 

\ C ( A , A )~ C { A , A e )\ ^ 29{ A /\ A £ ) < 2 e , 

这里，对事件 A 和 D 有 C { A , D ) = P ( AD ) - P { A ) P ( D ). 由第一章引理 9 得到， 

a - 代数 a { X tl ,--. , X t > T } 和当 u > 时独立.因此，事件 A 和独立，即 
C ( A , A e ) =0. 由此可得， C ( A , A )=0 , 这意味着 P ( A )- P 2 ( A ) = C ( A , A ) = 0. 这样， 

P ( A ) = 0 或 P ( A ) = 1. □ 


代数，即 


这时，“尾 




a - 


t&T 


< t 


■ • 


设 a > 0, Wiener 过程首次到达水平 a 的时刻是个有限停时，即 r a ( uj ) 
= inf {^ : W { t , uj ) = a } 是相对于自然 <j— 代数流 F w 是个有限停时. 

证.由定理 3 得到 T a 是停时.只需要证几乎处处 T a < OO . 为此，验证对实随 
机变量 K，ne N 和常数 cel 有 


引理 


P(lim supy n > c ) > limsup P ( Y n > c ) 


事实上， 


\ J { Ym > C } 


门 U { y m > c } 


— lim P 


P ( limsupl ^ > c ) 


P 




m^n 


n=l m^n 


注意，对每个 n € 队有 P |J Km > 4 彡 P(^n > C ) 


m^n 


对所有的 c G R 有 


现在证 T a < 


OO. 


}=\ J ^ X k /Vn 


{ W { n)/yfii > 


e : 贫， 


> C ， 1.0 


C ， 1.0 


fc=l 
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这里 “i,o;” 表示“出现无穷次（按照 n )”， 而尾 CT — 代数穿是由独立随机变量序列 
Xk = W(k) — W(k — 1),/? G N 构成的 • 因此，根据 Kolmogorov 的 0-1 律（定理 6) 有 


P{limsup VK(n)/v^ > c} G {0,1}. 


对 a > 0 有 


P(T a < oo ) 彡 P sup W(t) > a ) P(W(n) > a^,Lo.) 

0, oc ) ) 

彡 P (lim sup nr 1 ^ 2 W(n) 

\ n 一 oo 

= P (《> a ) > 0, 


彡 limsup P(n~ 1//2 iy(n) > a) 


> a 


这里 N (0,1), 这样， P ( T a < oo ) 

§9. 利用反射原理来找随机变量 W ⑴和 M(t,u) 

l r 

其中 oo . 

首先要注意,对每个 t > 0， M ( t ,.) 是实随机变量.这是由于 


L □ 


I 


se[o,t 


G t f = sup f(s), f e C 0 [0,oo) 

se[o,t] 


(30) 


是由 C 7 0 [0, oo ) 到 R 的连续映射. 

定理 7. 对所有的 i,a:,y>0 随机变量 W(t). 和 M(t ) 的联合分布满足关系式 


P(W(t) <y-x, M ⑴ > y) = P(ty ⑴ > y + x) 


(31) 


证 . 如果 y = 0, 则 （ 31) 变成平凡的等式 P(W(t) < -x) = P(W{t) > x). 设 
y>0, 根据引理 2 


r y — inf{s ^ 0, Vi ^( s ) = y} 


是相对于 a - 代数流的有限停时. 

_ 

设 Z = { Z ( t)\t ^ 0} 是由公式 （28) 引入的过程，这里 
inf{s ^ 0 : Z ( s , uj ) = y } 是同样是对于 a - 代数流 W 的有限停时，因此，对所有的 

y ^ O.ue { r y < 00 } 有 cr〆 ^;) = r y ( u )). 

注意，对任意的 t ,?/ > 0,有 { r y < t } = { M ( t ) ^ y }. 因此，对所有的 S 

涿(<7[0,00))4>0，有 


这时 cr y ( oj ) 


r 


r y* 






G 


P ( Ty ^ t , WGB ) 


sup W[s) ^ y^W G B \ = P(W e B n B), 

seio . t ] j 


F 
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这里， S = G ^ dy . oo )) G 邊 ( C [0, oo ))， 参见 (30), 利用定理 5 ,可以看出 

P(a y ^t,Z eB) = P{Z eBOB) = P(W eBnB). 

这样，随机变量 （％,wo 和 K ， Z ) 具有相同的分布. 

因而，对所有的 : C e JR ， t，y > 0,有 

J 

P (( 7y ^ t y Z(t) < y — x ) = P ( r y ^ t\ W (t) <y - X). 


(32) 


因此，对 t 彡 C 7 y { u ) 得到 


由于 W 的连续性，对 y > 0,0； € 有 W ( r y ( u ;), u ) 

Z ( t , uj ) = 2 W { t v ( uj ), u ;) - W ( t , u ;) =2 y - W { t , uj ). 这样，对所有 y 彡 0 和 xeR ， 由 


y. 




(32) 式有 


P { M ( t ) > y , W ( t ) < y - x ) = P { a y ^ t , Z { t ) < y - x ) 

= P (( T y ^ t , W ( t ) > y -\- x ) — P ( t v ^ t , W ( t ) > y + x ) 

— P ( M ( t ) ^ y , W ( t ) > y + x ). 

如果 a : > 0, 则 P ( M ⑴彡 ⑴ > y + x 卜 P ( W ( t ) > y + ： r ) 和 （33) 式导致 （31) 

式 .口 


(33) 


§10. 由定理 7 得到区间 [0,*] 上 Brown 运动极大值的分布 
推论1 (巴舍利耶 ( Bachelier )). 对所有的 t , y 彡 Q 有 

P ( M ( t ) ^ y ) = 2 P ( W ( t ) ^ y ) = P (\ W ( t )\^ y ), 
即，对每个 t > 0,有 Law ( M ( t )) = Law (| VF ⑴ I ). 

证.在公式 （31) 中 ，取 or = 0 .因为 


(34) 


P (师）< y , M ( t ) > y ) 二 P ( W ⑷ > 2/)， 


这样有 


^ 2 /)- ^ y , 剛 < 2/) + P(M ⑷彡 y ， 剛彡 y ) 

= P (剛 > y ) + P ( W ( t ) ^ y )= 2 P ( W { t ) ^ y ) 

(考虑了，对任意的 y e M 和 * 彡0,有 P ( W ( t ) = y ) = 0). □ 

；. 

不难发现,与性质 Law ( M ( t )) = Law (| W ⑴ I )对每个*彡0成立的同时, Levy 发 
现了下面关系式成立（参见,例如， [182, p .230]): 

Law ( M - W ， M ) = Law 評|，1)， 

这里 [={ L ⑼彳彡 0} 是 Brown 运动在0点的局部时（参见,第八章,习题 I 9 ).最 

后 的等式应理解为二维随机过程分布的重合. 
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推论 2. 对所有的 和 0< a <6< oo 有 


sup \W{t)- W(a)\ ^y) ^ 4P(W(b - a) ^ y) = 2P(\W(b ^ a)\^ y). (35) 


P 


a^t^b 


证.根据定理2,有 


sup \W(t)-W{a)\ > y ^ P 

a^.t^b / 

注意，对所有的 t 彡 o 和 - w = (- W ( t ), o 0} 有 

sup (-W(s)) = — inf W(s), 

s^[0,t] se[0 y t] 

是 Brown 运动.由 （ 34) 式结论得证 .口 

§11. 下面的结果（该结果属于辛钦 （ Khinchin )) 是对 Wiener 过程 ( Brown 运 

动）轨道构造行为的研究中最著名的概率定律 之一. 值得注意的是，第一次是在对独 

立伯努利 (Bernoulli) 随机变量求和时，由 Khinchin 发现重对数定律的.在本章的补 
充和练习和第五章中，将展示出，由独立项部分和所形成的过程与 Brown 运动之间 

有着深层次的联系. 


P 


W{s) ^y \ +P 


oM - a W{s)< - y )- 


sup 


O^s^b—a 


定理 8( 重对数律).以概率 1, 有 

剛 

(2iLogLog^) 1 / 2 

这里 ， Logt = ln(t V e)， V 表示取大值. 


W{t) 

(2 亡 LogLogt) 1 / 2 


lim sup 


=1 和 lim inf f 

oo 


(36) 


—1， 
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从这个定理看出，对任意的 £ > 0, 从某个点 t 0 ( e , uj ) 出发， 几乎所有 Wiener 过 

程的轨道都是在由曲线 ±(1 + eW 2 tLSgL ^ t 为边界的“筒集”当中，同时又以概率 
1,它们无数次地从“筒集”边界土 (1 - £) V 2 iLogLog ^ “跳出”（参见，图 I 2 ). 

证.证明分为两部分. 

A . 设 / i ( t ) = ^ LogLogt ) 1 / 2 , V ( t ) = W ( t )/ h ( t),t > 0, 验证以概率 1, 有 

limsup |K(i)| = 1. 


t —OO 


取任意的 £>0, c > l , 事件{对无穷多个 n , 有 \ V { c n )\ > 1+£}的概率为 0. 利用 
(11.29) 的估计，得到 

oo oo 

> 1 + £ ) = S P ( lW ⑴ I >(1 + ^)(2LogLogc n ) 1 / 2 ) 


n— 1 


—(1) 2 LogLogc 




n 


< oo , (37) 


e 


v/^(l + £ r )( LogLogc n )" 2 

因为对 n > no ( c )， 即使得 c n > e e , 有 LogLogc n = lnlnc n 和 e -( i + s ) 2 Lo g Lo g c - 

(n In c ) 




2 


一 （ l+e) 


根据 （37) 式的估计和 Borel - Cantelli 引理，有 


P (| T /( c n )| >1+6，无穷多次 n ) = 0 


设 


V ( t y u )- V ( c n , cu)\>eh 


A n = {uj : 


sup 

tG[c T Sc n + r 


验证，事件发生无穷多次的概率为 o . 因为 


V ( t )- V ( c n )\ = \ V ( t ) - W { c n )/ h { t )\ + \ W ( c n )/ h ( t ) - V ( c n )l 


得 


£ 


W ( t )- W ( c ^)\>- h ( c n ) 


p (人 K P 


sup 

iG [ c n , c rt + 1 ' 


2 


e 


(38) 


+ P [ W ( c n )\>- 


= Pn "I" Qn 


2 \ h ( c n ) hic 71 ^ 1 ) 


根据结论 2 和 （11.29)， 有 

〉: Pn ^ 2 


£ 


n+1 


n 


)1 > 7 ： h(c 


— c 


2 


n^rio 


n^rio 


1/2 


c n+1 - c n 
2 c n In In c n 


E ( 

n ^ no 、 


2 c n lnlnc n 

2 乂 5+1: c 


£ 




n 


£ 


1/2 


n^no 、 ’ 


8 


2 


/(4(c 一 1)) 


(39) 


(n In c ) 




< 00 , 


\/2 tt 


£ 
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( e )> l , 使得 £ 2 /(A(c-1))>1 
于是对 y > e e 有 


如果取 


c = c 


- 3/2 


y 


~^-^-(\ nlnyy 1/2 {l + (In lny )™ 1 ^ t /)" 1 } 

因此，利用 Lagrange 公式，当 n > n 0 ( c ) 时，有 


h ( y ) 


-i 


2c n/2 


彡 2 c 3 n / 2 ( lnlnc n ) 1/2 ( 


(In Inc 71 )" 2 


n+1 


C 


(c 一 1) 


h ( c n ) h ( c n+1 ) 

4 


这样， 


5(In In c n ) 1 ^ 2 


E E p U^wi 


> 


( c - l ) 


n^no 


n^riQ 


\/2( c - l ) 


2 


/(2(c-l) 2 ) 


E 


(40) 


(n In c ) 


—€ 




< DO, 


(In Inc 71 ) 1 / 


e 办 


2 v 


n^no 


如果 c = c ( e ) > 1，使得 e 2 /(2 (c — l ) 2 ) > 1, 

因此,对每个 £ > 0, 根据 Borel - Cantelli 引理，由 （ 37 ) 式 〜(4：0) 式得出，对几 
乎处处 a ； e ^找到 to = t 0 ( s ， o ；)， 使得对所有 t > to ( e ， w ) 有 


(41) 


| V" (i , cj) I <C 1 4- 2c 


这样， limsuplV ^^)! ^ 1 几乎处处 


t — *oo 


B . 现在验证，几乎处处有 


lim sup F ⑴ > 1 


(0,1/2) 和几乎处处的 o ;， 从数列 { m、k G N } 当中 
( e ) 是充分大)，可以找到子列 { m k i } (这 里心 =心 ( a ;)), 使得 

V ( m kj ， aj )> 1 — 2 e , 如果 j ’ > m ( s )) 


为此，只需要验证对任意的 


S € 


(这里 


m — m 


(42) 


) > l + e},k GN . 根据 


k 


k — 1 


取事件 B k = {u : ( W ( m k ) - 


— m 


( IL 30) 有 


)) 1/2 ) 


k 


k -1 


P ( B k ) = P ( W (1) > (1 — e )(2 LogLog(m 


— m 


2 


-(1-0 


k 


k -1 


)) 


( ln(m 


， k 


—^ oo 


— m 


— e )(21 nln ( m fc — m ^^ 1 )) 1 / 2 

因此,对所有的冗彡 iir 0 ( qm )， 有 

P ( B k ) ^ ( ln ( m k - m ^ 1 )) 


2 


2 


— (1 — 2s) 


-( l -2 e ) 


^ ( k \ nm ) 


4 
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由于 Brown 运动增量的独立性， 事件风 是独立的.根据 


这样 ， g P(B k ) 

Borel - Cantelli 引理，以概率 1 事件发生无穷多次，即对几乎处处的 a ; G D 可以 

找到子序列心 = 


= 00 


使得对所有的 j G N 有 


— oo , 




Ur ； 


fc 厂 1) > 1 


■ 7 — m 


— £， 


_1 ) — V (m k} ~ 1 ) h(m kj _ 1 ) / h(m kj 


fe i — 1 


V (m kj )h(m k ： i )/h(m 


k ； 




)> 1 — £* (43) 


— m } 


— m ■ 


时，有 


注意，当 j 


1/2 


1/2 




h(m kj ) 

— m k 广 1 


m 


(44) 


’ h { m k ^ 


— m k ^~ 1 


h(m k -f 


m — 1 


m 一 


m ( e ), 并考虑 （ 41) 式， （ 43) 式和 （ 44) 式，得出 （ 42) 式.不等 


因此，选取足够大 

式 (41), (42) 保证 （36) 式中第一关系式成立 .（36) 式中第二关系式成立，只需要取 


m 




{- W ⑷， f 彡0}，即可 




§12. 研究 Brown 运动在 0 点邻域的行为. 

推论3 (重对数局部律（或局部重对数律 )). 以概率 1 有 


W{t) 


W(t) 


=1 和 lim inf __ 

“ 0 + ^/2 tLogLog ( l / t ) 


= - 1 , 


lim sup 

t — o + 


证-设 t = 1/ s ， 这里 s > 0, 不难发现， 


当 s = 0, 

W{l/s), 当 s >0, 


0, 


B{s) = 


s 


是过程的 Brown 运动.由定理 8 得出 S(s) 在 0 点轨道的连续性，而关于 Brown 运 

动其他的性质很容易验证，由定理8,当 


时，得到该结论. □ 


s — > oo 


在附录8中，将进一步推广重对数定律 


补充与习题 


众所周知，对几乎处 处轨道连续的 Brown 运动还有各式各样的构造.对在第二 
章，定理8中给出的表示式 （31) 的补充还有另一种构造，该结果是属于 Levy . 

},71 GN . 设在概率空间⑴，多， P ) 上给 


取集合 r n = { fc 2 


—n+l 


n— 1 


，fc = 0，1， 

定独立标准 Gauss 随机变量族 {X n ^ keT n ,neN} 


，2 
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定义过程氏= { B n ( t),te [0, l]}，n e N •设 历⑴ = tx hll te [0,1]. 进而，在集 

合上有历⑼= 0和氏⑴= X M , 对 t G (0,1) 存在历在区间 [0,1] 的端点保 
持线性内插值.假设过程已经给出，下面来构造 B n +1 . 设对 t G T n ， 

p 

B n +1 ( t ) = B n ( t ). 


如果 f = k 2 ~ n e T n + l \ T n , 则假设 


( B n (t - 2 - n ) + B n {t + 2~ n )) + 2~ in +1)/2 X n+lyk . 

这样在集合 T n +1 上给出了过程 B n +1 . 对于其他区间 [0,1] 上的点 B n+1 的定 
义，将根据结点 （ t ,^ +1 ⑴)，这里 t G T n+1 , 利用线性内插来构造.于是，对所有的 
€ N 和 a ; G D 过程在 [0,1] 上是连续的.注意,在构造时,变量 X n ， k 部分没用 

上,但是由于它们的存在,使得公式 （45) 简化了. 

1^(01 = 1 X ^1, 对 n>l 有 


(45) 


B n + i ( t ) 




2 


71 


显然， 


sup 

te[0M 


SUP |Sn +1 W-Bn(t)| = 2-(" +1 )/ 2 

托 [0,1] 


^ n + l 7 k * 


max 

fc ： fc2-^GT ? , + i\T^ 


因此， 


— (n+l)/2 


<2"P(l 《 |>n )， 


B n +1 { t ) - B n { t )\ > n 2 


P 


sup 
^€[0,1] 

这里 f ~ N (0,1). 利用 （11.28) 的估计式和 Borel - Cantelli 引理,得到级数 

oo 

Bi ( t , u ) + cj ) — B n ( t , u )) 


在区间[0，1]上几乎对所有的 o ; —致收敛.根据魏尔斯特拉斯 ( Weierstrass ) 定理，级 

数给出了在 [0,1] 上几乎处处连续的函数 B ( t ). 

借助于第二章，引理1很容易证明，对每个 n > 0过程= { B n ( t ),0 < 1} 

是 Gauss 过程. 

1. 试求 ⑴和 cov { B n ( s ), B n { t )), M s y t e [0,1] .和 n > 0. 试证 B ( t ) 是 

Gauss 过程，且 EB ⑴ = 0 和 cov ( B ( s ), B ( t )) = min { s , t }, 对 G [0,1]. 

习题 1 告诉我们 ： B = { B ( t ) ， Q < i < 1} 是区间 [0,1] 上的 Wiener 过程. 

在其他 Wiener 过程的明显构造式中，值得注意的是维纳 （ Wiener ) - 佩利 

( Paley ) 的结果.他们给出了级数 


2 


sin(7rfct) 


+ E E 


(46) 


nk 


n=lk—2 


这里…是独立同分布具有标准正态分布的随机变量.级数在 [ o ， i ] 上几乎处 
处一致收敛，且它给出了连续的随机函数乃是在 [0,1] 上的 Wiener 过程. 
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有趣的是这个构造与哈代 ( Hardy ) 的结果（问题是由黎曼 （ Riemann ) 提出的) 
相比较.该结果是函数 


00 


sin (7 rn 2 /:) 


m 二 E 


， i G M 


n 2 


连续，但是无论在哪 一 点上都没有 导数. 

别索夫 （ Besov ) 定理的类中的特殊情况蕴涵着上面结果，他给出证明（参见, 

[40]) 函数 




=-- r 


(n) 


E 


sin kt 




”㈣— 

对某个子序列 { n m } 在区间 [ 0 , 7r ] 上将几乎处处一致收敛到 . Brown 运动（参见，公式 
( VII .68) 和 （ VII .81)). 

由第二章，定理1和存在连续修正的 Kolmogorov 定理（第二章，定理 18) 立刻 
得到，原则上可以构造出在[0，1]上 连续的 Wiener 过程 • 事实上，即，对 s 和 O 0 


k 


有 


E(Wt-ng 4 = 3 (t —s) 2 . 


即估计式 （11.52) 当 a = 4和 e = 1是满足的 

设 OnWl 是正的数列，且£ * 

n— 1 


1/2 


时，几乎处处有 


试证，当 


2 


< oo 


W ( t n ) 


在对局部重对数律的补充（参见，推论 3) 中，下面关于 Wiener 过程轨道的局部 

行为的结果是非常有益的. 

3. 研究序列 n n ,n G N 是区间 [0， i ] 逐 渐加细 的分割（％),分割点 以特殊的方式 


(n) 


选取，亡 


= tm 2 ~ n J m = 0,1，…， 2 n , 

时，几乎处处有 


这时，当 


71 — 00 


E ( 师仏 ) - ^(^)) 2 


(47) 


t 


试验证，关于 （47) 式几乎处处收敛不 一 定满足，如果区间[0，1]上取任意逐 
渐加细的分割，即分割 n n ，n e N ， 分割点 


4 




时， 


0,…， AT n (n G N ), 当 


n — > oo 




有 


(n) 


(t 


0 


max 


0^ m ^ iV n 


(尽管如此,但对依概率收敛是对的). 

关于 （47) 式进一步推广参见，例如， [75; 第 24 章，§ 3 ]. 

试证，几乎所有的 Wiener .过程的轨道是具有指标（阶 ） 7 < V 2 赫尔德 

( Holder ) 函数， 即在每个区间 [ a , fo ] C [0, oo ) 上， s，t e [ a , fe ], C 7 = 常数 > 0 .有 

|师）一吵)| ^ C 7 | i - s | 7 


5 




随机过程论 


82 


(这个证明可以参见，例如， [12; 定理3, p .127]). 是否能在公式中取的 C 7 常数不 
依赖于区间 [ a , 

6. 试证，以概率1有 


? 


lim supVF ⑴ / 亡" 2 

t— 0+ 

(也就是，在0点，1/2阶 Holder 条件不满足). 

7. 利用在证明定理1过程中所进行的讨论,试证 Wiener 过程灰= { W ( t ),0 ( 
t < l } 具有几乎处处没有一点不满足7 > 1/2阶 Holder 条件的轨道. 

8. 试由第二章，定理19求出习题5的结果，和对 qeN ,0^ s < t < oo ,^ 


= oo 


E ( W ( t ) - W ( s)) 2g = {2 q - l)!!(t — s 广 

用 H ^ u ) 表示对 Wiener 过程的基本事件 to e Q (可以认为17 = (7( [0, oo ))) 的轨 
道上那些点，在该点上满足 7 阶 Holder 条件的 集合. 习题5和8说明了，对 7 < 1/2, 
有 P { H 1 = [0, oo )) = 1. 习题7说明了，对7 > 1/2,有 P (丑 7 = 0) = 1. 由习题6得 
到，对每个 O 0有 P(k H 1/2 ) = 0,但是戴维斯 ( Davis ) 证明了 P ( H i/2 ^0)-1. 

下面的结果（参见, [73; p.313]) 可与推论 3 作有趣的比较.为此,先回顾 一下， 随 
机过程称作时齐（齐次）的，如果 + h )~ X ( t ) 的分布不依赖于 t 

定理 9 ( Khinchin ). 如果 X = { X ( t) y t ^ 0} 是独立增量，但不包括 Gauss 分 
量的时齐过程，则几乎处处有 


(48) 


m 


lim 


= 0 


tio 


试构造具有 cadlag (右连左极)轨道(但不是连续的）的实过程叉= { X ( i ), t > 

0} 的例子和闭集 FCR , 使得几乎处处有 Too < T F , 这里 Tbo 和是在定理3中所 

定义的. 




10•设 X = { Xn . neN } 是实随机变量序列和集合 B €激 (1 R ). 设 


t ( uj ) 是 

由公式 ( L 49) 所定义的，首次到达集合 B 的时刻.我们已经看到了（参见，§3)， T 是 
相对于过程 X 的自然 a - 代数流的停时.现在引入 


T 




a ( u ) = inf{n € N : X n ( uj ) i B } ——首次离开集合丑的时刻， 

7(^) = sup{n € N : X n ( u ) e B } - 最末离开集合 5 的时刻 

(在 T 和7的定义中，对某个点0；来说,如果在花括号中的集合是空集,则假设在该 
取值为 + CO ). 试证, (7 是相对于过程 X 的自然代数流的停时.试构造序列 X 

和集合使得7是相对于过程 X 的自然 <7- 代数流停时的例子.同时还构造序列 
X 和集合5,使得7不是相对于过程 X 的自然 a - 代数流停时的例子. 

11.设 X = GT},rcR 是实随机过程和 F t 是过程 X 的自然 a - 代 

r ( u ) 是相对于过程 X 的自然 a - 代数流的 停时； 如果 t ( cj ) 


U) 


数流. 设 


设 


= 00 , 
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X(t(uj),uj) =0. 是否 X(T(0 ； ) ， 0；) 是 ^ r \^(R)- 可测的随机变量？在: T = N 时，情 

况又如何？ 

12 . 假设 

G M . 试证， 


inf{t > 0,W{t) = a }, 这里 W > 0} 是 Wiener 过程， 

即随机变量 T a 和 a 2 T a 的分布相重合: Law ( r a ) = Law ( a 2 ri ). 
13. 设 C / 是 Wiener 过程在 [0， t ] 中最大0点.试证，对随机变量的分布 arcsin 


丁 a 






2 


a 


r a = an, 


律成立: 


2 


X 


P(U ^ x ) = ™ arcsin 


6 0, t . 


X 


7T 


回顾下面重要的概念. 

定义 6. 随机变量族 {^ a ,a E A } 称作一致可积的，如果 


UdP ^ 0. 


lim sup 

^°°aGA 


(49) 


{ l ^ vl ^ c } 


由此可以得到，对该族有 


supEU < 

aGA 

众所周知，（参见,例如，[ 85 ; 第 II 章,§ 6 ])如果随机变量族 Un,n 彡 1} 是一致可 
积的和几乎处处（或者依概率 ） — 《，则 €是可积随机变量，且当 

E<^n — ^ E^, E|f n — 《| — 0, 

当> 0,是非负可积随机变量时，^ €几乎处处（或者依概率)，这里 

E ^< oo . 于是有相反的结果 


(50) 


oo 


时，有 


71 ―> OO 


(51) 


E^ n =>随机变量族 {iu,n > 1} 一致可积_ 

应该特别强调的是：在这些关系式中，除了 （51) 式中的第二式，几乎处处收敛 
(《n — «e a . S .) 可以用依分布收敛 （Cn & 0来代替.这个重要的事实是借助于前面所 

得的结果和将要证明的 Skorokhod 定理（第五章,定理 11). 

给出一致可积明显判式 如下： - 


定理 10 (德拉瓦莱普森 (De la Vallee Poussin ) (参见，例如， [101; p . l 0])) 

随机变量族 {^，a G A } 是一致可积的当且仅当找到一个可测函数 G : R 

G e ^(R+)mR +), 使得 


服+，即 


lim G(t)/t — oo 和 sup EG ( H ) < 

― 00 a6A 


(52) 


oo 


由这个定理得出，条件:对某个7 > 1，有 


supER a | 

aGA 


(53) 


< OO 
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是 { G，a € A } —致可积的一个充分条件， 

下面我们将描述随机变量如何能够“嵌入”到 Brown 运动中，又如何研究随机 
变量和（具有有限方差）导致研究 Brown 运动在随机时刻的行为.为此，我们需要 

Wald 恒等式. 


定理 11 (Wald 第一恒等式). 设 6,匕,..， 是独立同分布随机 变查， 

1 

和 T 是相对于 CT 一代数流= C {€ l , …€ N 的停时，且 E |^| < 00和 
Er < oo . 这时， 


(54) 


E5 r = ErE^, 

+) 

这里，对 o ; G {t < oo },5 r ( a ；)( a ;) = J 2 Cfc (^) 和对 u ; e { 

k=l 

证.根据&的定义，几乎处处有 


}，假设义 ㈣㈣ = 0 


St = y^^fcl 


(55) 


{t 彡 fc }- 


注意， 


{r ^ n} = fi \ u 卜 ： ky g ^ n —i* 

fe=i 

彼此独立随机变量.因此， 


从而，对任意的 A: GN ， ^和1 


{ r ^ k } 


e E 匕 1 




E 5 


{ r ^ k }= 


E E & E1 




{ r ^ k }= 


这里，积分号与求和号交换次序是因为 


〉: E |4 fcl { r > fc }| = EEt < oo ♦匚 


从证明的过程看出，该结果可以推广到任意的随机变量（甚至于相关的）序列 
匕,&，•••，只要有相同的数学期望 aeR 和可积的取值于自然数集的随机变量 t , 如 
果对每个与1 

14. 试证 Wald 第二恒 等式： 除了定理11的条件外，设乃匕 < oo , 这时有 

E(S t -tE ^) 2 = EtD^ 


独立（特别的，如果对任意 A ： e 与 t 独立) 


{ r ^ k } 


(56) 


定理 I 2 . 设 X 是概率空间 ( Q ， 多, P ) 上的实随机变量，且 E\X 
在（也可能在已知概率空间的扩张上） Brown 运动 W = { W ( t),t ^ 0} 和随机变量 t , 

使得 


这时存 


< OO 


(57) 


X = EX + W(t). 
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如泉 EX 2 < 00,则 t 可以构造成 Er < oo , 且进一步有 


(58) 


Er = DX 


/在证明定理之前，首先要指出的是：证明最困难是在于关系式 （57) 和 （58) 同时 


要满足 


15,设 X = X ( u ；) 是⑺，多， P ) 上中心化的随机变量，且 EX 2 < oo , 在概率空间 

(AW) 上取 Brown 运动 W = {W{t,u , ),t ^ 0}. 在空间⑴ ，多， P) ® (Q ，， 多，， P') 
上根据 （1.46) 扩充定义 X 和 引入 t ( cv : lj , ) = mi{t ^ 1 : W(t f ,u) = X ( w )}. 这 

‘时， W { r ) = X . 试证,这时有匕= 

定理12的证明.不失一般性，可以假设，在已知的概率空间⑴，多， P ) 上，不仅 

■ 

定义有随机变量 X ,而且还有某个 Wiener 过程 W ⑷， t >0}. 这样,仅仅需要 

研究 EX = 0, X 是非退化的随机变量（否则的话，只需要简单假设 r 三 0). 

首先设 X 只取两个值 a 和 6 (a < 0 < 6,因为 EX = 0). 如果 


这里 E 为对测度 P ® P ; 取中值 


oc , 


(59) 


P(X = a ) = p , P(X = b ) 


1 - P ， 




则由条件 EX = 0 导出 


—a 


(60) 


P = - 


b — a 


— d 


由于定理3,量 


inf {t ^ 0 : W ^( t ) G { a , b }} 

是 Jg 对于 Wiener 过程的自然 a - 代数流的停时. 
r 现在证，几乎处处 r a 


丁 a，b 




对任意的 m e N ， 有 


< oo . 


b 


{ r a ,b ^ m } C {\ W ( n ) - W(n — 1)| 彡 6- a，n = 1，… ， m }， 


由此可得 


1，…， m) = [F > (旧彡 b — a)]' 


P ( r a , 6 P (| W ( n ) - W ( n - l )| < b 

这里，《〜 N (0，1). 这样有 


— a , n 




P ( r a>6 = oo ) = 0 和 Er^ b < oo 对所有的 keN . 

考虑到 Brown 运动的连续性,得到以概率1或者 W { r ayb ) = a 或者 W ( r a>6 ) = b 
因此，如果 Pa ，6 是使得 


(61) 


(62) 


P ( W ( r ayb ) = a ) = p a ^ P ( W ( r ayb ) = b ) 


1 


— Pa，b 




当等式 


(63) 


EW(r a , b ) = 0 
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成立，则由 （62) 式可以找到 Pa , b = b /( b ~ a ) 和根据 （59)，（60) 式对只取两值的随机 
变量 X 关系式 （57) 式是成立的. 

值得注意的是,借助于鞅技巧（第四章)，利用类似对连续时间的第四章,推论2 
的结果，关系式 （63) 很容易得到.但是 （63) 式也很容易的由下面的方法直接得出. 

定义随机变量 = W ( m / n ) - W (( m - l )/ n )， m，n e N 和设 


(n) 


inf{m : + ...+6 i，m 穿 (»)} 


(64) 




代数流 ^ i U) 

注意， €n，l + 


N 随机变量是相对于 

，Ukhk G N 的停时.类似于（61 〆 式 W E T< 


由于习题10,对每个 


n G 


a— 


(n) 


^ njT ( n ) = ^(#)/4 和 E ^,1 = 0, 根据 （54) 式找出 




< oo 


* 


_ _ 


EW(7^)/n)=0 


(65) 


(n) 


关于随机变量 

16. 试证，当 

由于 Wiener 过程的轨道几乎处处是连续的，所以根据这个性质，也就当 

_ 

时，几乎处处有 W ( r ^/ n ) -> W { r a , b ). 

由此可得 ^ 


有如下的结果. 

时，几乎处处有 / n 


a，b 


n — oo 


Ta，b 


71—00 


EO) — EW(r a ， b )， 


( 66 ) 


n —^ oo 


但是还需要有下面的习题， 

17. 试证，随机变量族 { Ty (7^/ n)，n e N } 是一致可积的 
关系式 （66) 可以由习题17輪到，而 （63) 式可以由 （65) 式和 （66) 式得到.这 

对中心化的只取两值随机变量,形如 （59) 式的证明了 




(67) 


X = W ( r ayb ). 


现在研究一般情况.设 F ( x ) = P(X ^ x ), 考虑到 EX = 0 和随机变量 X 是非 
退化的，于是有 ： 


( 68 ) 


(- y ) dF ( y ) = 


zdF ( z ) / 0 


C — 


J (- oo ,0: 

设/ : ]R — R + 是有界连续函数.这时， 


(0, oo ) 


+oo 


f ( x ) dF ( x ) 


cEf ( X ) 


c 




f f ( y ) dF ( y ) - [ 

j (~OOy0] 7(1 


zdF { z ) 


(- y ) dF ( y ) + 


(0, oo ) 


(-oo,0] 

( zf ( y ) - yf { z )) dF ( y ) 


(69) 


( — oo,0 
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由此可得 


O - y ) + 似7^ | dF W . ( 70 ) 


E/(X) = c' 


J (0,oo) J ( — oo\0] 

在某个概率空间 （ fy ， 上，构造取值于 R 2 的随机向量 (Y,Z), 使得 


(z- y)dF(y)dF(z), Be 溪 (M 2 ) ‘ (71) 


P f ({Y,Z)eB)=c^ 1 


Sn{( —oo,0] x (0,oo)} 


因为公式 （ n ) 右边是非负可数可加集 b 的函数，所以这样的构造是可行的.至于概 
率测度可以由公式 （70) 得出，只要是取函数为集合的示性函数. 

如果 y 和2满足9 < 0 < z ，则由 （62) 式中以， 2 = z/(z -； y ) 和 （67) 式找到 

/ fe )—+ / W — = e /( u ) 

z~y z — y 

如果对 y < 0 < z 设 t 0 , 6 = 0, 于是对 b > 0 这个公式是对的. 

考虑到 （71) 式和 (1.25), 可以看出 


(72) 


^ f (^^ y , z )) dP { Y ^)( y ^ z ) 

由富比尼 （ Fubini) 定理和 （ 1.23 )， 等式 （ 7 3) 可以写成 

E /( X ) = EE 7(^( r ^)), 

这里，对 W G W 有 T Y , z {^^ f ) = ^ v ( cj )， Z ( o /)( w ) ，而 P 表不对测度 P ' 的积分 

取概率空间（行， ^, P ) = ( Q ,^, P )(8)( n / ,^, P , ) 和对 S 

X(u) = X(u), W(t^) = W{t,0j). 


(73) 


E/(X)= 


R 2 


(74) 


( uj , uj 1 ) E O , i ^ 0 设 


18. 试验证，在概率空间 (Q,^,P) 上 


(75) 


t { u ) = Ty ( uj , ), Z ( uj , ){ ijJ ) 

是随机变量，而灰= {W ⑴,纟 > 0} 是 Brown 运动. 

考虑到这个习题和公式 (74), 可以看出 


E/(X) = Ef(W(r)). 

因此，在定理 12 中所要求的关系式 （ 57) 可以由 Law(X|F) = Law(X|F) 和测度论 

当中的一个简单事实（下面习题将给出）而得到. 

19. 设 P,Q 是在距离可测空间 （ S, 潔 (S)) 上的测度/如果对任意的有界连续函数 

/ : S — ]R+, 有 


J f(x)P(dx) = j^f(x)Q(dx), 


随机过程论 


88 


则在涊 (S) 上有 P = Q. 

这样， ( n ,^ p ) 就是那个在定理 12 所叙述中的扩 充概率空间. 为了完成定理的 
证明，只需要验证，在 EX 2 < 00条件下有等式 （58). 

20. 利用 Wald 第二恒等式（习题14)，试证 

Er a>b = —ab 、 

再利用等式 (76), 富比尼 （ Fubini ) 定理和（ 75 )式，得到 

Er^ ^E^z) ^ E ， (—YZ) 


(76) 


(77) 


注意到 （71) 式和 （68) 式，由此 可得: 

Er = E\~YZ) = 


dF(z)z(z — y 、 c 一 1 


dF[y) (— y) 


(-oo,0] 


(0, oo ) 


-1〜2 


dF[y)[-y) { + 


dF(z)c 


(- oo ,0] 


(0, oo ) 


[y 2 dF{y、 + [ 

J ( —OO,0] J 


dF ( z ) = EX 2 = EX 2 , 


2 


(0, oo ) 


从而，所要求的性质 （58) (上面是在扩充概率空间中相应的表示）得证.口 

现在，我们需要对 Brown 运动作如下的推广. 

定义 7 .随机过程 W = { W ⑴， * > 0} 称作 相对于 

Brown 运动，如果满足： 

1) 对每个 i > 0, W ⑴是 多 t — 可测随机变量. 

2) 对0 < s t 有 W { t )- W ( s ) l^ s ( HP , W ( t ) - WO ) 与見独立） 

3) 几乎处处 T^o =0和对0彡 s < {, 有 W { t ) - VT ( s ) - N (0, t - s ). 

4) 随机过程 W 的轨道几乎处处连续. 

显然，上述的定义可以推广到 

的是，对0彡 s < 有 W { t ) - W ( s ) - N (0,( i - s ) I ), 这里 J 是 m 阶单位矩阵. 

不难发现，如果 W 是相对与 a - 代数流（界)^ 0 的 Brown 运动，则它就是相 
对于 自然 cr - 代数流 的 Brown 运动.以后，当提到 Brown 运动,而没涉及 

代数流时,就自然而然地认为是相对于自然 a - 代数流. 

设，是完全概率空间 ( a ,^, P ) 上的0概率事件集合类.不失一般性,可以认 
为在定义7中，每个 a -代数 ^ t (t > 0) 都包含着 所有乂 中的事件. 


代数流 (^ t ) t^O 的实 


<7 — 


维 Brown 运动的情况：这时条件 3) 中要求 


m — 


(7 — 


定理 13 ( Skorokhod ， 参见， [71]) •设 Xj , X 2 , 


是在某个概率空间 （a 
多， p ) 上的中心化独立随机变量序列.这时，存在那样的概率空间，在其上可以找 
到随机变量序列 { Ahw 和 Brown 运动 W = { W ⑷ 0}, 使得 


{ 為， fcGN}^ {W{T k ) - W(T k ^),keN}, 


(78) 
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这里，非负随机变量 Tk - T k — U k G N ( T 0 = 0) 是独立的.如果 £Xl < 00 , 则对所求 
出的序列 { T k } k>l 还有关系式 E ( T fc — 几― OsEXtfceN . 

证•设 {( F n , Z n )} n >1 是取值于 IR 2 上的独立随机向量序列，且 {( Y nr Z n )} n>l M 

W , 这里 W = { W { t),t ^ 0} 是相对于自然 a - 代数流（多严)咖的 Brown 运动. 

很容易构造一个概率空间和定义在其上所有给出的随机元.对 t > 0,设為= 
a {^,{( r n ,^ n )} n>1 }, 即是由随机变量 W ( s),s G [0, t ] m ( Y n , Z n ) n>l 一 起所产 

生的 a - 代数,且都是扩充了 0概率事件集合类.利用下面的习题. 

试证, W 是相对于上题所定义的代数流的 Brown 运动. 

继续定理13的证明.设对每个 n G N , 如同在公式 （64) 中所作的 X 和 ( Y , Z ) 

分布一样,来根据 X n 的分布构造 ( Y n , Z n ) 的分布向量. 

现在，随机变量序列0 = Tb <乃 < …，设 

T n = inf{i > T n _i : W ( t )^ W ( T n ^) e { Y n , Z n }}, neK 


21 


參 


代数流的几乎处处有界停时.对 Brown 

0，1,，…，过程 B ⑻= 


不难验证， T n 是相对于 
运动的强马氏性的一点修正（定理 4) 指出，对每个 


a— 


n 




代数 氣 独立的 Brown 运动.除 

注意到 


W ( T n + t ) — W { T n ),t ^ 0} 是与 

此之外，设 < := a { T k , W ( T k ); k ^ n}c 因此, S ⑻ JL<，n = 0,1， 

( y n +1 ， Z n +1 ) JL ( j { a {5( n )}，<}. 所以， (( Y n + u Z n +1 ), B ^)±^ n , 由此可得，随机变量 


{B 


a — 


* * 


M ( T n+ i - T n , W ( T n+l ) - W ( T n )), n = 0,1, • • • 总起来独立.根据定理 I 2 和随机变 
量 ( Y n , Z n ) 的构造， W ( T n+1 ) - W { T n ) 的分布与 X n (n G N ) 的分布相 重合， 

在（ 7 8)式中随机变量 T 2 , T 2 ,--- 不同构造时，是具有某些“极小”性，参见， 

[182]. 在该书中构造了那样的 Brown 运动 W ， 使得在定理13中所描述的随机变量 

T k {k G N ) 是相对于自然 a - 代数流 (^) t ^ o 的有限停时. 

第二章引入的 Brown 运动的进一步推广. 


□ 


定义 8. 被称为 指数为 孖€ (0,1] 的分数（或者是分形） Brown 运动， 如果它是 
中心化的 Gauss 过程 ⑴， i > 0}，且协方差函数为 


+ t 2H — — s \ 2H ), s , i ^ 0 

当 H = 1/2 时，得到标准 Brown 运动.常数孖又被称作哈 尔斯特 ( Harst ) 参数. 
22. 试证，在公式 （79) 右边的，当且仅当丑 G (0,1] 时是协方差函数. 

定义 9. 随机过程 X = {X ⑴， i >0} 称 作具有平稳增量的， 如果对每个 n ^ 1, 
任意的0 < h 〈… < h 和 A > 0,有 

( X ( t 2) — X ( ti ), …, X ( i n ) — X ( t n - i )) 

n 

=( X ( i2 + h ) — X(ti + / i )， …， X ( t n + h ) — X { t n -i + "))， 


2H 


(79) 


5 
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这里$表示依分布相等. 

从下面引入的两个习题,可以得到分数 Brown 运动是具有平稳增量的随机过程. 

23. 设 X = { X ⑷，尤彡 0} 是 Gauss 过程,且对所有的0彡 s 彡 t < o ^， 有 

E (邱)- X ( s )) = (t - 啦 D ( X ( t ) - X ( s )) 二 

这里， cgE , 而函数 / ： E + ^ R +. 这时， X 是平稳增量的随机过程. 

24. 试验证，对指数为丑 G [0, 1] 的分数 Brown 运动有 

h 

E ( B iH ) ( s ) - B ^ H \ t )) 2 = \s - t 

设 ( T , p ) 是具有某个固定点 0 的距离空间. 

定义 10 •实 Gauss 过程 = { B L { t ), teT } 具有0中值和协方差函数 

R L ( s , t ) = ^( p ( s , e ) + p(t,e) - pis ^ t )), 

称作在集合 I " 上 Levy 的 Brown (实） 函数. 

给出的定义中，假设距离 A 使得公式 （82) 给出是非负定的函数.一般来说，对 
任意的一个距离 p 这是不见得的. 

25. Gauss 随机函数 X = { X ( t ), teT } 是在集合 T 上 Levy 的 Brown 函数当 

且仅当几乎处处 X (0) = 0和 


(80) 


2H 


(81) 


, sA > 0 


(82) 


E (邱） 一X( 5 )) 2 = p(M) 


(同时假设公式 （82) 是非负定的函数). 

定义 11. 如果 （ T，HI) 是赋范空间（特别的是舻带有欧氏范数 | . |)，则具有 
0中值和协方差函数 


― -(ll s ll + 11*11 一 


t ), 5, t G T" 


(83) 


s — 


2 


的 Gauss 随机过程称作 Levy 的 Brown 运动 


在多维的情况,类似公式 （79) 引入莱维 （Levy )- 申贝尔格 ( Shimberg) 随机场, 
它是中心化 Gauss 随机函数 F ⑻ = { V ^ H \ t),t G = [ 0 , oo) d },H € (0,1], 且协方 

差函数有 


R H ( s , t ) = -(\ s\ 2H + \t 


2H 


\t — s \ 2H ) : s, t G 

定义 l 2 (维纳 （ Wiener )- 钦佐夫 ( Chenzov ) 随机场 )• 它是实 Gauss 随机 

函数 X = { X ⑷，且有 


(84) 




2 


d 


( X ( s ) 1 X ( t )) = J^[ mm { s k , t k }, 


EX ( t ) = 0 和 


(85) 


cov 


fc=l 
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， Sd) G 


这里 t = (t l7 …_ ， td)，S = (Si ， 

试证,这样的随机场是存在的. 

设 Wfc = { W k ( t),t 彡 0}, = 1, …， d 是独立的 Brown 运动. 假设，对\ e = 

这时，有 


d 


( Y ( s ), Y ( t )) = JJmin {5 fc , t fc } 


EY { t ) = 0 和 


( 86 ) 


cov 


k=l 


d 


因为， ；Q mm { s k ) t k } 是对称非负定的函数,所以根据第二章，定理3, Wiener - Chen 

随$/场是存在的. 

， r • 

注意, X ⑴= 0对点 t 几乎处处是在坐标平面中，随机函数 X = {叉 ⑷, t 
可以认为是指标为“矩形，，的，即 X ( t )^ X ((0, t }), 这里，对 f ⑹…，心） e 吨有 


ZOV 


( 0 ,亡]= (()，“] 


( 0 ，~] 


X 


X 


借助于 Haar 函数来构造以集合为指标的 Brown 运动，可参见 [174]. ^ 

在矩形（平行六面体）形如 S = ( a ，6] = ( ai ^ i ] x … x ( a d , b d ] C R d 类上，定义 


随机函数 


X ( B ) = Y ^(- l ) M X(£ iai + (1 - £ l ) b u 


? + (1 ~ 7 ^£ d ) bd )， 


(87) 


d 


这里,求和取自所有的向量 e = (q ，… , ed ), 具有0或1的分量，而 || e || = E q 称 

作随机场 X = { X u t e R rf } 在 “ 矩形”类上的增量. 

26. 设 X 是 Wiener - Chenzov 随机场，试证， {X(5), B G 11} 是 Gauss 随机函 

数，这里 n 是“矩形”丑 = K 6] c 取$的全体.试求它的中值和协方差函数.试证， 
对任意的 n 彡2和不相交的矩形执，…, B n g n, 随机变量 , X ( B n ) 是相 

互独立的.给出以随机变量 X ( B ), BeU , 为术语的 Wiener - Chenzov 随扒场 定义. 

_ 

定义 13, 如下随机过程被称作具有参数 a , (3 > 0 的奥恩斯坦 lornstein) 

乌伦贝克 （ Uhlenbeck ) 随机过程，如果其有如下 形式： 

■ 

. v t = e'^Wiae 2 ^), teR, 


k=l 




( 88 ) 


这里 W = {^),^0} 是某个标准的 Brown 运动 • 


27. 试证 ， V = { V u t G R } 是 Gauss 随机过程，且求其协方差函数， 

对 Bmwn +运动（或更广泛的过程）的许许多多性质可以参见，例如，[31，43, 48, 


81，182: 


/r/r 1111 i •蘑 

第四早 

鞅.离散与连续时间 


内容摘要：鞅，下鞅，上鞅.例子.杜布 ( Doob ) 分解，补 偿元. 田中 （ Tannaka ) 公式离 
散变式.滤基的扩充.二次特征.二次变差 . Doob 的自由选择定理.应用到随机游动 
(破产问题)， Doob 的下鞅极大、极小不等式.关于穿越数引理.下鞅收敛定理.高尔顿 
( Galton ) -沃森 （ Watson ) 分支过程， L 1 ( Q , P ) 空间中鞅收敛 定理. 莱维 ( Levy ) 

定理，保险数学的基本定理.具有连续时间鞅和下鞅的一些不等式. 


§1. 本章的目的是给出一系列 鞅理论 的基本结果,而这些具有各式各样的应用. 
在初学这一章的时候，希望熟习§1中的定义和§2中的例子.离散时间下鞅的构造 

是被 Doob 分解阐明了 （§5) .在§6中给出了最简单的应用.在§7中解释了滤基的 

扩充，即增加0概率事件类，的理由.在§9中，给出了在时间的随机变换下，保持 
鞍（下鞅）性质的重要结果，在§11.中经典的破产问题用来举例说明它们.在§19中 
用鞅方法（借助§18中的引理）证明保险数学的基本定理.在复读的时候，可以学习 
这章的其余部分. 

■ 

首先回顾一下，实随机变量$相对于 <7- 代数 〆 C 多 的条件数学期望 E ⑷ 
定义为这样的函数(::使得 

1) 它是 ^|^( R ) -可测的. 

矚 

_ 

2) 对每个 Ce ^, 数学期望 EClc 和是确定的，且满足 ECl c = E ^ lc . 

根据拉东 ( Radon ) -尼科迪姆 （ Nikodym ) 定理（参见,例如，[ 35 ;第六章,§ 5 ]) 

得到，如果 E |* e | < oo , 则那样的随机变量(:存在，而且精确到等价类是唯一的（随机 
变量 Cl 和 C 2 等价,或随机等价 Ki 〜 C 2), 如果有 P(Ci = C 2) = 1). 在向量的情况, 
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_ 


^ = ( Cl , …，60 : n 4 IT ，存在数学期望的分量，根据定义设 


E(^0 = (E(6Kl ， … ， E(&IO) 


' 值得注意的是，定义条件数学期望是对垂直投影运算的一种推广（参见，习题 1). 

代数流（滤基） (多 t ) ter , 这里 T c M , 


设给定一概率空间⑴，多， P ) 和某个 
即非降 < j -代数族多 t ，〖 G T 1 ， 使得时，有多 C 多^ C 多 


a - 


定义 1. 随机过程 X = { Xt . teT }, 这里石：^ — R ， 称作鞅（相对于 a -代 
数流（多 tkr ), 如果满足下面的条件： 

1) 随机过程 X = { X t ,i € T } 与 a - 代数流 (^) t € T 相适应/即对每个 t e T , X t 
是多 t - 可测的随机变量. 

2) E \ X t \ < oo,t eT . 

3) 对 M € T，s 彡 t , 几乎处处 （ a . s .) 有 E ( X t \^ s ) = X s . 

为了在定义中强调适应性,经常过程用 （ X t ，界) teT 来表示过程兄 

如果在定义 3) 中换成 

martingale ). 如果换成 

显然，过程 ( X u ^ t) teT 是下鞅当且仅当 (- X u ^ t ) t^T 是 上鞅. 这就告诉我们为什么 
以后，基本上只是研究鞅和下鞅.自然而然，鞅也可以理解为是下鞅或上鞅. 

注意，在给出的定义 3) 等价于，对所有的 s , teT , s ^ t 和任意的 A e 晃，有 


有 E ( X t \^ $ ) ^ X s 则称过程 ( X t ) teT 是下鞅 ( sub - 

有 E ( X t | 多<足则称过程是上鞅 ( supermartingale )- 


a.s 


a . s . 


(i) 


X 3 dP = X t dP . 


换成显然由条件 3) 可得关系式= BX S: 


类似地，对下鞅在⑴式将 
对所有的 s , teT . 

如果 ( X t ^ t ) teT 是鞅（或下鞅)和 c - 代数流 (h 使得為 c 瑪，且对 t e I 1 
有 X t g 穿 I 潔 ( R ), 则 { X u %) teT 同样是鞅（或下鞅).这是由于条件数学期望的“望 

远镜”性质 （参见，[ 85 ;第1卷, p .270-271]): 对 a - 代数 M ， C 為 C 多和可积随机 

变量^有 


U —” 


( 2 ) 


E(E ⑷ M )| 為）= E ( E (^|^ 2 )| M ) = E ( C | M ) 


a.s 


代数流 多 t x = a { X s ,s e T}，t e r 贝 (I 


特别的，如果取 mter 是自然 
( Xt ,^ t x ) teT 还是鞅（或下鞅).但是如果相对于“穷”的（小于 ^)<J - 代数流爲, 
过程 { Xu %) t€T 将不再是鞅，因为由于 1) 对 k T ， 多 f C 劣，是必要的. 

当概率空间多， P ) 中，没有明确指出 
过程 X = { X u t E T } 称作鞅，自然是相对于自然 a - 代数流（巧 x ) kt 的.但是 
经常将 （巧 Wr 直接写入到概率空间悅多， P ) 中，即写成 ( n ，,(^ t ) te f ， P ), 并称 

做滤化 的概率 空间，或者说随 机基. 除此之夕卜，如果在同一个可测空间⑼多 ') 与一 
族概率汊= { P } 有关系，则说关于滤 化的随机实验 ⑺ ，多，(多 t ) KT ， 夕). 如果只是 


a 




代数流（多 t ) teT 时，则一般来说， 


G — 
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与这概率族少中的 某个具 体概率 P 有关系，则代替 % X u ^ t ) teT 是鞅”，有时用 

u { X t ,^ t , P) teT 是鞅”来表示，且对 3) 成立写成 P 

鞅定义推广到取值于向量随机过程的情况时，要求条件 1),2),3) 对每个分 
量都满足. 

)^T = Z + -{0,1,--.} 时,在条件 3 )中，只需要研究亡 
说，充分（且必要)要求 a.S. 有 


3) 成立 




+1的情况.换句话 


= s 


E (AX n |^ n _!)-0 这里 = ineN 

. • 

I 

定义 2. 序列这里随机变量&是可积的，并与 a - 代数流 
(^ n ) n >0 适应的，称作鞅差，如果对 n > 0, a . s . 有 E (^|^- i ) = 0. 

这样，由 3) 看出，过程 （ X n , 多是鞅当且仅当 ( AX n ^ n ) n > Q 是鞅差 (AXo 


(3) 


0 ) 


§2. 例子 

例 1. 设 X = { X ( t ), teT } 是取值于 R m 的独立增量过程,这里 r c R +, 不= 

(刃，… ， xr )， 且对所有的 t e T , 有 EX * = a . 这时， ( X t ) t^T 是鞅（相对于自然 
代数流). 


a 一 


事实上，对 M G T(s 彡 t ) 和自然 a - 代数流 （A x kr，a_s •有 

E(X t \^ s x ) = E(X t - 足 + X s \^) = E(X t ^ X,) +X 5 


⑷ 


特别是 


维 Wiener 过程是鞅，过程{爪 - EN u t ^0}, 这里 iV = { N u t ^ 0} 


， m - 

是 Poisson 过程同样是鞅. 


序列 Sn = ^1 + …+ G N， 这里 ^,^2, 

当且仅当对 n e 有= a 注意，对 n e N 有 a { S u •••，&} = a 佑,… ，匕 }. 

关系式 （4) 说明，可以用任意的 a _代数流 (^ t ) teT 来代替自然 a - 代数流，只 
要不是多 "t - 可测的， 当 t 彡 s 时，不 - 是独立于見，和对所有的 t G T W 

EX t = ae IR m * 


是取值于的独立向量，是鞅 


&例 2. 设 n e N ， 是实独立随机变量,且对所有的 n 有 E( n = L 假设叉 n 二 

n Ck,^n = 口 { Cl ， …€ N , 这时，有 （ X n ，多 nkeN 是戟. 


A:=l 


定义 3. 设在滤化的可测空间（即，赋有滤基的可测空间） （A 多， (^), € t ) 上给 

_ 

定概率测度 P 和 Q. 称作测度 Q 相对于测度 P 局部绝对连续（记作, Q 1 篆 P)， 如果 
对每个 t e T ， 在只 上测度 Q 的压缩测度 Q t = Q|^ t 相对于在為上测度 P 的压 
缩测度 P t = P|$ 是绝对连续的.（参见,第一章， §14). 

例 3. 设 Q 1 篆 P 和 


dQ t / dP u teT . 这时，过程 ( g t ,^ P)teT 是鞅 


9 t = 
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证.对 S < t 和 S e 义 c 界，可以看出，由于 gs 是 A - 可测（相应的，货是 

多 t 一 可测)，有 


g s dP = g s d? s = Q S ( B ) = Q ( B }= Q t { B ) = / g t dP t 


9tdP, 


这样结论得证（参见⑴) •口 

h 

例 4 (鞅变换).设 ( n ,^ 5 (^ n ) n ^ o , P ) 是滤化概率空间，多0 = {0, 叫和 M 
( M n ^ n ) n ^ 0 是軟.随机过程 X = 由 M 根据下面公式得到的 


Xo + AMfe, 


⑸ 


n ^ 1, 




fc=l 


这里 , W = ( Wn ，^ n - lWl 是可料序列，即 W 是 A -1- 可测，且(为了简单 ） |〜| < C 
(常数)，称作 軼变换 

类似的过程经常在赌博模型中被用来描述资本的演化（详细可参见， [85; 第一 
卷, p .653]). 注意,如果％ > 0和 M 是下鞅（或上鞅)，则同样对过程 X 也是. 

是可料的,表达式 f ： c ^ fe AM n 有时称作“函数 p 对过程 M 的 

fc=l 

离散式随机积 分”. 在定义“随机积分 / o ^ M s 55 的概念（参见,第八章)时候，它自 
然就成为一种特殊情况. 

例5.设 （ A ) teT 是某个 CT - 代数流和€是可积随机变量.假设对 teT , X t ^ 

E ⑷多 t ). 由“望 远镜” 性质⑶，得出 （不 ，多*)虹是戟.该过程称作 Levy 鞅. 


* 


若 


if = 


§3. 设 y = { Y u t > 0} 是实独立增量随机过程，且对某个 a eR 和所有的 

s ， t 彡0,有 


Ee a ( Y t - Y .) 


Ee aYt 


⑹ 


< oo 


< 00 , 


研究 


ay t 


⑺ 


t ^ 0. 




Ee 必， 


显然,如果多 t = (7{1 ^， S <亡},贝 lj 


p (^ Y 8 

一 1 _ n p a(Y t -Y s ) 

一 Ee aYt 


an 


⑻ 


E ( Z ,|^) = E 


由此可知，当 s f 时 E ( Z t /^ s ) = Z s 当且仅当有 


Ee 0 ^ 

Ee 仏 




⑼ 


E 


ay： s 


这样有 
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引理 1. 设^ = {1；，纟彡0} 是实独立增量随机过程，且满足 （6) 式.这时，过程 

z 二 {^,^0}, 这里厶是根据⑺式所确定的，是鞅当且仅当⑼式成立. 

■ 

§4. 下面的引理给出了构造更广泛下鞅例子的可能性. 

引理2.设 { X u ^ t ) teT 是鞅， /i : M 

量％ = h { X t ) 是可积的.这时， ( Y u ^ t ) teT 是下鞅.如果函数 h 是不降的，则当 
( X t ， 穿 t ) te T 是下鞍时，结论依然成立. 

证.对条件数学期望利用延森 (Jensen) 不等式（参见 [85; 第 1 卷, p.297]) 得到， 

M s ^ t ( Sl teT ) 以概率1有 


M 是凸函数且对每个 t € T， 随机变 


h ( X $ ) = h ( E ( X t \^ s )) < E ( h ( X t )\^ s ) 

如果（不，瑪)虹是下鞅和不降的，则 （10) 式换成 


( 10 ) 


有 h ( X s ) < h ( E ( X t \^ s )) 


a,s 




§5. 下面的结果被称作 Doob 分解，在利用執方法研究随机序列分析时，它起 
着关键作用.对连续时间的情况，相对应该结果被称 作杜布 (Doob ) -梅耶 ( Meyer) 

分解,将在第八章的补充中给出. 

_ 

定理1 ( Doob ). 设在概率空间（仏多, P ) 上，给定可积（对每个 n) 与 cr - 代 

数流 (^n)n^O 适应的随机过程X = { X n ,n ^ 0}. 这时，存在 
X = M + A 分解，使得对 n > 0,有 


唯一的形如 


a.s 


X n = M n + A 


这里 ， m = m ) n > 0 是鞅和 a = (4, 久- i)0o 是可料过程，且 a 0 三0和 

^-1 = {0,^}. 特别的，在表达式 X = M + A t, 过程 （Xn， 多 n)n>0 是下鞅当且仅 
当过程义是不降的，即 a.s . 有彡0,对 n > 1_ 

证.如果 x 有那样的分解，则由于⑶式，有 

AA n = E ( AX n | t ^ n „ 1 ) 对所有的 n > l ， 


从而，有 


fc=i 

这样，证明分解又= iW " + A ， 具有可料的随机过程 A = di ， 多 n — l ) n >0 且对 Ao 三 o 

唯一的 • 

设 X 满足引理条件的随机过程.现在根据 （11) 式定义可料过程 A，n > 1,且设 
A 0 =0. 这时， M = X - A 是鞅，显然满足定义1中的条件 1) 和 2). 同时，对 n > l ， 


( 11 ) 


A 


n > 1 ， 


是 


a,s 
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有 


a.s 


E ( AM n |^ n _!) = EpmO — AA 


( 12 ) 


= 0 , 


n 


对下鞅，该定理的结论由公式 （11)，(12) 立刻可得 .口 

§6. 我们将介绍，甚至于 Doob 分解的最简单情况也导出非常有趣的结果（例 
如，下面通常是利用组合方法所建立的关系式 （19)). 


+ e n , 这里 q， 〖2 ,…是独立 Bernoulli 随机变量， 

1) = 1/2, n G R 由于引理2随机过程X = {X n ，n > 0}， 


例 6. 设& =0，& 

使得 P(^n = 1) = P(£n = 

其中 X n = | A | 是下鞅（相对于 a - 代数流 (^ n ) n ^ o , 其中多 n = 


^1 + 




< « • 




} ，对 




n 


> 1和多0 = {0^}). 试求其 Doob 分解. 


n 


我们有 AX n = |&卜这时，有 


AM n = AX n ^ AA n = AX n ^ E(AX n |^ n _ 1 ) 

= |5 n |-E(|5 n ||^ n _ 1 ), n^l 


(13) 


注意， 


\^ n \ \ S n -l +^ n | ( S n -i +£ n ) l { S r ,„ i >0} + l {5 r „ i =0} ^ (^ n -1 + £ n ) 1{5 7 ,_i <0} ? (14) 

这里， 1 丑是集合 B 的示性函数.因此， 


E(|S n — 1 + Sn\\^n-l) = E((5 n _i + S ： n )1^5 ?x _ 1> o} |^n-l) 

+ E(l{s rj _ 1=0 }|^ n -i) — E((S n —1 + e n )l{s; t _ 1 <0}| 多 n—lj 

_ 11 {iSn — i >0} 1 {S 

我们这里考虑到 E(£ n |^ n _!) = Es n = 0 .由 （13)~(15) 得到 


(15) 


=0} — ^ n _ 1 1{5^一1 <0} ， 


n > 1， 


rt-1 


n 


M n = [(sgn 5 fc _i)A5 fc 


k=l 


这里 


1，当 x > 0, 
0, 当 x = 0, 
1，当 ：c<0. 


(16) 


sgn x 






根据 （11) 


71 


n 


^ E ( AX fc |^ fc _ 1 ) = ^( EdSfc . i +^ H ^ x ) - |^_!|) 


A 


n 


k —1 


fc=l 
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由 （ 15) 看出，对 A: > 1 ， 有 E(AX fc |^ fc -i) = 1 

^ n ( O ) = #{ fc，l ^ k : Sn = 0}， 即 L n (0) 是序列 （知)。分以— 1 为 0 的数目 • 这 


，因此>1^ = L n ( 0 )^ 这里 


{S k -i=0} 


样， 


S n \ = S k ^ x )AS k + L n (0), 


(17) 


正是对 Brown 运动绝对值的著 名田中 （ Tannaka) 公式 （参见， 例如，[ 86 ;第 2 卷， 

P .375]) 的离散变式. 

由 （17) 式得到 


EL n (0) = E|5 n 


(18) 


利用中心极限定理（关于随机 变量* S n / v ^ 分布弱收敛于标准正态律由 （18) 


找到 


2 


当 


EL n (0) 

关于 （19) 式的证明可以在第五章，例2中找到.而对一般弱收敛定理的问题将放在 
下一章和它的补充和习题中. 


(19) 


—n ， 


§7. 解释，一般对 a - 代数流所附加的条件. 

注 1. 在定理1中，我们要求的是 Ao ^ 0来代替 
变量来说所有的等式与不等式都理解为 
E( AXl | 多 0) + A。 是多0 - 可测的.为了避免类似此事发生，经常假设给定的概率空 

间⑴，多， P) 是完全的，且滤基 (^ t ) ter 也是扩充的，即每个 a - 代数克包含着 P- 0 

概率集合类 ， e 多 (为了简单只研究在（仏多）上一种测度). 

下面的结果说明，对扩充的滤基来说不仅是方便的，而且也不影响对一般的讨 


A 0 = 0. 虽然对随机 
成立.问题在于，这并不保证= 


a,s 


a.s 


论 


引理 3. 设 X = ( X t ^ t ) t € T 是鞅（下鞅)， T c R . 这时，随机过程 X = 
{ X t ^ t } teT , 这里= a {^ t ^ hteT , 同样是鞅（下鞅 )• 

证.显然， ( X t ^ t ) teT 满足定义1中的 1) 和 2) 条件（考虑到多 t dteT ) 
M s ^ t(s,teT) 和验证 a.s ■有 B(X t \^ s ) = X s . 事实上 e F 5 |^(M) 和对任意 
的 A e ：^ s ， 可以找到 Be ^ s ^ Ce^r 使得 A = BuC (这样，由于多是完全的, 

可以认为 B n C = 0 ) .根据 （1), 有 


( 20 ) 


X s dP = / X s dP = X t dP = / X t dP , 


这里利用了，如果存在 Eg 和 P ( C ) = 0,则 EClc = 0. .对下鞅来说，将 （20) 式中的第 
二个等号换成不等号 
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§8. 鞅和下鞅的一系列重要特征. 


定义4.设 X = ( X ^ n ) n ^ O 是下鞅.在 Doob 分解中的不降可料序列4 = 

= 0 ,^_i = {0^}) 称作随机过程 X 的补偿元（“补偿”，即将 X 

变成 X - A 也就是说将下鞅变成鞅). 

设 TkT = ( U ) n > G 是平方可积鞅，即 EM 2 < 

可得 M 2 = ( Ml ^ n ) n ^ o 是 下鞅. 根据 Doob 分解定理有 i \4 2 


>0. 这时，由于引理2 

+ ( M ) n , 这里 

m = (m n Un》o 是軟，而 〈 M 〉 = ({ M ) n ,^ n ^ i ) n ^ 0 是补偿兀，在这种情况下，它又 

I 

称鞅 M 的二次（平方）特征.由 （11) 式，对 n 彡0可以找到 


oo, n 


= m 


(M) n = V E(AM fc 2 |^ fc _ 1 ) = y ； E(M fc 2 - 


k=l 


k=l 

n 


^ E (( AM fc ) 2 |^ fc _!) 


( 21 ) 


k=l 


这里，我们对任意的 & > 1 利用了 E ( M fc M fc _ i |^- i ) = M fc _ iE ( M fc |^_ i ) = M fc 2 

二次特征，自然而然的可以看作类似方差，是当 Mn =6 +… +《 n,n 彡1和 

Mo = 0,这里 6,6,*** 是独立中心化的随机变量，且< oo(k ^ 1), 公式 pi ) 给 
出 〈 M 〉„ = E Dffc = 0 M n , k ^ 1 . 


— I 


k=l 


的二次变差是随机过程 [ x ] 


定义 5 .被称作随机过程 X = {X n ,n ^ 
([ X ] n ) n ^ 0 , 这里 


[X] n = ^](AX fc ) 2 , 


^ 1 和 X o = 0. 


( 22 ) 


n 


k=l ' 


§9. 介绍在时间的随机变换下，保持鞅（下鞅）性质的一些非常有用的结果 ，为 
此,我们还需要数学期望的一个简单性质（回顾在第三章，§5中所给出的在某个事件 
上 a - 代数相重合的定义). 

引理 4 (襄件数学期望的局部性质). 设给定子 

量 tr / e 以⑴,多， P ) 并且在某个事件 A (穸 DJT 当中的）上有穸=龙和 € = r /( 几 
乎处处在>1上) • 这时， a.s, 在 A 上有 


代数爹，方 C 多和随机变 


(23) 


E ，） = E(v\^) 

p 

证. 函数 1 A E ⑷穿）和 l A E ( r ?| 光）是爹 n ^ r - 可测的，因而, D = An {E ⑷穿）> 
E (?7| 光)于是 


E(l D E ⑷穿 ) ） = E(l^) = [(1 训） = E(l D E(r/|，)) 

如果，几乎处处 o 0和 EC = 0,则 

E ( r ?| f ). 同理可证，在 A 上，有 E ⑷穿）> E ( t ?| JT ). □ 


有 （ = 0,因此， a . s , 在 A 上，有 E ⑷爹）< 


a.s 
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设 X = ( X n ^ n ) n ^o 是随机 序列，即相对于某个 a - 代数流（久 ) n > 0 适应的随 
机过程 { X n ,n ^ 0}. 停时 T 称作有界的，如果对某个自然数/?, a . s , 有 丁 a 如果 

) = 0)，则假设 X t ^( uj ) = 0, 


(对有限 t 有 P ( 




= 00 


r = 00 


定理 2 (Doob 自由选择定理或者停止定理).设随机序列 X = ( X n7 ^ n ) 

具有 E | X n | < oo ,' n >0 这时，下面的条件是等价的： 


n ^：0 


1) X = ( X n ^ n ) n ^ 0 是鞅（下鞅)； 

2) 对任意的有界停时 T 和任意的停时 a , 有 E ( m ) = (» X T 

3) 对任意的有界停时 T 和 a ， 且 


A ( 7 ) 


有丁 > ( J ， 这时有 EX r = (^) EX ^. 在给出 
的公式里和即将证明中，符号 “(>)” 都是当对下鞅研究时用的. 


a.s 


il . 1)^2). 设 


有 T < 这里 fc G N . 这时， 


a*s 


k 


E | X r |^^ E | X n | 


< oo 


从而相对于任意的子 a - 代数 W C 多的条件数学期望 E ( X r |^) 是存在的. 

现证,在集合 {t >对上，有 E ( X r \^ a ) = (^)^.只要证,对任意的 Ae^ a U 
B = An {a = m}，m > 0,有 EX r lj5 n { r ^ m }= ⑶ EX m l B n { 7 ^ m }- 事实上， 


E-ATm = + E^ m 1 jgp)| r ^> m | 

= (^)lsn{T=m} E(E(^T m +i| 多 m)lj 3 n{ r>m}) 

二 EJY" r lgp|| r=m ^ + lgp|{T 彡 m+1} 

(^) E^ T lsn{r^m} ■ , 


⑷ 


(24) 






• « * 


根据第三章，引理1集合 {t <对包含在^中，在该集合上，由于引理4,有 


E ( m ) = E ( Xr A(T |D = X rAa , 


(25) 


这里，我们利用了 X tAct 是 多 V Aa - 可测的量，而 C I . 由 （24) 式， (25) 式得 


2 ) 


> C 7 时 


^ X TA ( J = X a . 显然有 


2)43). 由于当 


a . s , 丁 


， a.s 


EX t = (^)EX TAa = EX, 


3)=>1). 设 T 和 cr 是停时，且 a . S . 有 T < / c ， 这里 fc 是某个自然数.设 Q ； = T 八 C 7, 

并且取任意的集合 A G I . 很容易看出， 


alA 4- oclj ， r a — rl ^4 + ool^, p = A fc, 5 = r ,4 A fc 


<^A 
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= oq). 因此 , 


是停时和对所有的 

EX 5 = (^)EX /3 . 从而 , 


Q 有0 J 彡 A ; (认为 


CJ 6 


EX 山 + EX k l ^=(^) EX a l A + EX k l ^ 


这样， 


EX t 1a = (^)EX rAa l A . 

可测的量，而公式⑴后的注，导致 


考虑到， x T/w 是 




Aa 


E ( X T i ^ TAa ) = (^) X r 


(26) 


A(7 


，这里 0 < m < n ( m,n G Z +). 这时 ^ rA <7 = 多 m , 根据第三章引 


取 


和 


理1和 （26) 式变为条件 1). □ 

由已证的定理立刻得到 


推论 1. 随机序列 X = ( U ) 吣1是鞅（下鞅）当且仅当所有随机变量 

有丁 n < T n + i , 和对 


是可积的，且对任意不降有界的停时 r n 序列（即，对 n 彡1， 

某个自然数 fc 


8LS* 


有 r n ^ k n ), 随机序列 ，多 r n ) r ^0 是鞅（下鞅) 


， 8LS. 


推论2,设 X = ( Un )#0 是鞅.设 T 是有限 停时， 使得对某个非负常数 
和所有的 n 彡0 


A’Mnl 彡。这时有 EX T = EX 0 


a , s . 


X 丁 (如同一般，在0概率集合 { 

上，设 X T = 0). 根据 Lebesgue 控制收敛定理，随机变量是可积的，且当 

时，有 EX 

§10. 己证的定理2中最有用的结果当然是 1)42). 我们将引入一些条件，以 
便保证对不是有界停时的情况下这种蕴涵关系依然成立. 

推论 3. 设 （ A ， 多 ^)00 是鞅（下鞅)， T 是有限停时，使得 


时 


Wx 


事实上，当 


， a.s. 


r An 


n — > OO 


EX t . 由于定理 2 的 3)， 有 EX TAn ，= EX 0 _ 由此可得需要的结果. 


r An 


(27) 


E | X r ] < 


和 


(28) 


liminf E | X n | l / r>n } = 0. 

n^oo 


这时，对任意的停时 cr 有 


(29) 


E ( m ) = ( 淋丁 

有 a < r 和 E | X a | < 00 ，则. 

t 


Act 


特别的，如果 a 是有限停时，且 


a.s 


(30) 


EX r = (^ X a 
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证. 根据定理 2 , 对有界停时 t n = tAAT ， 对 iV>l 有 

E(X tA jv|D = (>)X rA yvAa- 


有 ^rANAcr ^rAcr* 因此，只需要证对某个子序列 


显然，当 iV 
{^ k}^k — ^ oo(k 一 oo ) 成立关系式，即当 k 


时， 


— oo 


a.s 


时 


有 


， a,s. 


~^ E ( X T | t ^ i7 ) 

条件 （28) 等价于存在序列^ oo(j 

lirn E X m . | } = ^ 


(31) 


)， 使得 


— oo 


(32) 


这时，由于 （32) 式，当 j 


时，有 


— 00 


E|E(X rAm ； J^)-E(X T |^)| 
彡 E|X rA mj — X T \ ^ E|X m . |1{ 


(33) 


j + E X r l{r>m : /} 

因为根据 Lebesgue 控制收敛定理 （a.s. 有 r < oo, 因此当 

0) 有 E|X T |l {r>m； . } ->0(j^oo). 

现在从序列 { rrij } 中取子列 {n fc }, 使得 （31) 式成立（由在 L 1 空间中收敛的序 
列经常可以提取 a.s. 收敛的子列). 

X,的可积性和 （29) 式的成立保证 （30) 式的成立 .口 


0 


丁 >m:j 


时， 


有 


a . s * 


{r>mj} 


引理 5. 设随机变量族 { X n , n ^0} 是下鞅，且 X = ( X n ,^ n ) n>0 一 致可积，则 
对任意的有限停时 t (即对停时 r 有 P(t < oo) 二 1) 满足条件 （27) 和 (28) 

证.既然，当 

到条件 (28). 除此之外，由于 { X n , n ^0 } 的一致可积得出 

supE|X n | < oo. 


时有 P(r > n) 0,则由在 [85; 第1卷， p.236] 中引理2得 


n — > oo 


(34) 


AN , 这里， TVeN , 根据定理2 (第三点）有 EX Tn > EX 0 . 因此 

EHJ 二 2EX+ - EX r ^ ^ 2EX+ - EX 0 

由于引理 2 ,序列 X+ == (X+ y ^ n ) n ^o 是下鞅.再一次用定理2 (第三点)，得到 
EX+ ^ EX+ < ^\ X N \. 


对有界停时 


(35) 


有 t n ( uj ) = r ( w ). 从而，当 TV > 7*(w) a.s. 有 = X T . 
考虑到 \ X Tn I ^ 0, 利用 （34) 式， （35) 式,根据法图 (Fatou) 引理（参见， [85; 第1卷， 

p .233]) 得出 

E \ X r \ = Eliminf X T ^ lim inf E X T 彡 sup E X T I ^ 3 sup E < 

1 Tt N Tn N ^ ^ 1 pf 


注意， 当 N > t ( uj ) 


a*s 


□ 


oo 
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§11. 作为在时间的随机变换下保持鞅性质结果的解释，我们来研究经典的关 

于破产问题. 

例7.设匕，€ 2 , ■ • • 是独立同分布 Bernoulli 随机变量： 


P(6 = 1) = p ， P(6 = -1) = q = 1 - p (0 < p < l) 


设& = z + 6 + … + 匕，这里 $ 是固定的整数， n 彡 1. 利用赌博来解释， x 是某个 

赌徒的初始资本 ，而^ 是在时刻 n 他的资本. 

取整数 a 和6 (“边界 ”） a < b 、 使得 

S = {S n ,n > 0}, 走出边界 a 早于边界6 (走出水平 a 意味着赌徒的 破产， 而走出水 
平6意味着赌 徒胜出 


( a ，6). 试问，以多少概率随机游动 


x G 


设 


r a = inf{n ^ 1 : = a }, = inf{n ^ 1 : S n = 6}, r = inf{n ^ 1 : S n ^ ( a ^ 6)} 


是相对于 a - 代数族 (^ n ) n ^ l 的停时，这里多 n = 「{《1，… ，6 i }， 


随机变量 

且根据第二章习题15, r 是有限停时. 


丁 a ， 丁 b ， 丁 


注意， X n = {q/v) Sl \n ^ 0是相对于 

{0^}) 由于定义1中的 1) 和2)，显然，对 n e N ， 有 


代数族 {^ n ) n ^0 的鞅（这 里而 = 


(7 




E(X n |^ n _!) = (g/pf^Edg/p)^) = X n _ 


对任意的 n 彡 0 随机变量 5 TAn 的值是位于 a 和6之间.因此，对所有的 n > 0,有 

E |-^ rAn | ^ 这里常数 c = c ( a ， b 、 p ). 

利用推论2,得到 


EX 0 = (q/p) x — EXr = (g/p) a P(5 r = a) + {q/p) b P(S T = 6). 


值得注意的是 


P (5 V = a ) + P (5 V =6) = 1 


) ，当 p # g 时，有 


(因为 


r < oo a.s. 


b 


{q/p) x - (g/p) 
(q/p) a - (q/p) 


P(s r = a) = P(r a < r h ) 


b 


和 x 来代替 a 和&，这时，认 


如果 p = g = 1/2,则解更简单.显然，可以取 
为初始资本为 0. Wald 第一恒等式（参见，第三章定理 11) 给出，对 t = inf{n G N 


a — x 


S n 來 (a - x,b - x)}, 有 


ESV = E<^iEr = 0 
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因此， 


x) + (b — x)P(S r = b — x) = 0, 


(a — x)P(5 f r = a — 

: r ) + P(5 r = 6 — x) = 1，由此可得 


考虑到 P (5 r = 


(X 一 


x) = (b — x)/(b — a). 

0 时，当 p 


P(5 r 


CL — 




1/2 和边界 


这样，对随机游动，初试始点为: r € Z ， 在 

6( a ， 6 G Z，r € (<2,6))，有 


a < 


= Q = 


n 


P(r a < r b ) = (b- x)/{b-a). 

§ 12 . 对鞅和与鞅相近的过程建立一系列重要不等式时，定理2表现出非常有效. 

定理3 (Doob 极大和极小概率不等 式). 设久= ( X n ,^ n ) n .^ o 是下鞅.这时， 
对任意的 N eN 和所有 的 u > 0,有 




(36) 


X n ^ u ) ^ EX^vl{ 


乜 P 


max 

O^n^N 




max 

^ yv 


^ -EX 0 + EX+ (37) 


( —EXq + EXjvl{ min 


uP min X n 彡 

\0^n^N 


—U 




0^ n ^ N 


{n ^ 0 : X n ^ u} A N. 这时， 

EX n ^ EX r = EX t 1 a + EX r l x = uP^A) + EX N 1 


证.定义停时 


t 二 mm 


A ， 


< max X n ^ w i. 因此， 

[o^n^N J 


这里 A 


uP ( A ) ^ EX n - EX n 1^ = EX N 1 A ^ EX +. 

(37) 式的证明是类似的，只需要利用停时 t = min{n > 0,X n ^ - u } AN . □ 

下面的定理是推广了 Kolmogorov 关于上面估计概率 P 
典结果（参见，例如， [85; 第2卷， p .535]), 这里，是对具有有限的二阶矩的独立中心 

化随机变量《0, …， 部分和 S n = ^0 + <^1 + ' * * + < Cn( n ^ ^)- 

定理4 ( Doob ). 设 J = ( X n ,^ n ) n>0 是鞅和对某个 P > 1，任意的 n 彡0,有 
E | X n |〃 < oo . 这时，对所有的 u > 0和自然数 iV 有 

X n \^uj ^ u ~ p E \ X N 

证.对下鞅 { lX n lP ,^ n } n ^ 0 应用不等式 （36), 且考虑到有 

^ n \ ^ 

除了上述 （36) 式和 （38) 式“极大概率不等式”以外,在随机分析中下面的“极 
大 L 不等式”起着重要的作用. 


(max |5 n | > u ) 的经 
\0^n^N J 


(38) 


P 


P 


max 

O^n^N 




□ 


max 

Q«N 


max 

O^n^N 


U 
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定理5 (Doob 极大 LP - 不等式). 设 x = ( X n ^ n ) n > Q 是鞅或是非负下鞅、 

设 E \ X n \^ < 00 , 这里 p G ( l ， oo ) 和 n < TV. 这时 


(39) 


l^nl <(P/(P~1))\\X N \\^ 


max 

O ^ n^N 


P 


这里 kii p = ( Ei ^ n 1 ^. 

证.不失一般性（考虑到引理 2) 可以认为，对 n < AT 有彡0 

X n . 为了计算非负随机变量 p 阶矩（参见,例如，[听第1卷, P .258]) 不 

断地利用不等式 (36), Fubini 定理和赫尔德 ( Holder ) 不等式，得到 


设 


8 LS . • 


Mn 


max 

Q«N 




u p ^ 1 P(M n > u)du (p u p ~ 2 E(X N l^M N ^ u y)du 


E(M^)=p 


0 


0 


Mjv 


P 


u p ~ 2 du 


^( X n M p n 


= pE Xn 


p - 1 

1 

需要强调的是，极大不等式 （39) 对1 < p < oo 是成立.而当 p = 1时，需要特别研 

究（参见习题 23). . 

§13. 在研究 下鞅收敛性的 问题时 (§14), 我们需要估计在时间区间 [0,7 V ] 中下 
敏 “自下而上”穿越区域 ( a , b ) 的次数 (3 N { a , b ). 

为此引入必要的表示.设 X = ( X n ,^ n ) n ^o 是下鞅和 { a ， b ) 是某个区间 a < b . 
定义停时 T fc , k ^ O , 且设 T 0 = 0和 


0 


> ^2m — 1 ? ^ by^Hl G N. 

通常假设 , ％和 r；，j > fc , 如果相应的花括号集合是空集，则认为等于无穷.设 

如果 r 2 > JV ， 

max{m : r 2m ^iv } ? 如果乃 彡见 

不难发现，这个量正是在时间由0到 N 中，随机过程“自下 而上” 穿越区域 • ( a , 6) 

的 “穿越次数” （这个思想, 完 全由图13可以看明白). 

引理6 ( Doob 关于穿越次数) •设是下鞅和给定数 a , b(a < b ). 
这时，穿越次数的平均数有下面的不等式： 


min{n : n > r 2m - 2 , X n ^ a}, r 2 


=mimn : n 


T2m-1 = 


0, 


/?7V(a ， 6)= 


E ( J^v 一 a )+ / + 

晒 

b 一 a 


a 


(40) 


E/^(a ， 6) 彡 




b — a 

证. 对随机序列 { X n ^ n ) n ^ 0 来说 ，量 ftv ( a ,6) 等于对随机序列 （( X n - a ) + ， 
^ n ) n > 0 的量 /9 at (0,6 - a ), 因此，我们以后认为 


0和 X n ^ 0,71^0 


a = 
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b 


O 


a 


图 13 


假设 Xq = 0 ,多。={ 0 ， S 7 } 和对 f 彡 0 , 


也= 1 


对某些不可数的 m } 


N 


这时，显然有 b ( 3 N ( 0 , b ) < YAXi - Xi -他, 

i=l 

注意，{也= 1} = [J ({ r m 

为不可数 


< ^} \ { r m +i < i }) e 克― I，i 彡 1 


m 


因此， 


N 


N 


6E/5jv(0,6) < 〉: E[(^Q — 


N 


N 


^Y1 E(EpQ| 武 —0 — U = ^(EXi - E 足 - 0 = EX n , 


1=1 


这样就证明了不等式 （ 4 0 ) .口 

§ 14 . 下面关于下鞅收敛的结果自然而然是经典分析中关于有界递增数列存在 

极限定理的类比. 

■ 

定理 6 ( Doob ) •设 X = ( X n ^ n ) n>1 是下鞅，有 supE | X n | < 

率 1 存在 lim = Xm ， 且 EIX^I < 


这时，以概 


OO, 


n 


oo 


n—^oo 


证.反证法 • 若 I = UminfX m Z = limsupX n 且 P(X < Z ) > ()• 因为 


n—^oo 


u 这 


< a < b < X }, 




a,bGQ,a<b 
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这里 Q 是有理数全体，则存在某两个有理数 a < b , 使得 


(41) 


P{X < a < b < X )>0 


由于引理6,对任意的自然数 7V， 有 


E(3 N (a,b) ^ (EX% + \a\)/(b - a). 

而序列 (3 N ( a , b ) 是不降的,所以存在极限,甩 /3oo(a，6) = lim (3 N { a , b ) 来表示.这时， 

E/3oo(a,6) ^ (supEX^ + |a|) /(6 — a)， 


N 


注意到，因为对下鞅 x = (X n ,^) n ^i 有关系式 E# < E|x n | = 2EX+ - EX n ^ 

2EX+- EXi ，贝 I] 


(42) 


sup EX+ < oc <^> sup E|X n | < cc . 


这样 a . s , 有 Ka , b ) < 

但是,假设 P(x < X ) > 0 , 即存在某两个有理数 a 和6, a < 6满足（ 4 1 )式.这 
就意味着，在集合 { a ; 1 < a < 6 < X }上穿越次数 Poo ( a , b ) 等于无穷.既然,这个 

集合的概率是严格正的，所以 E /3 oc ( a ,/>) = oo , 矛盾.于是由假设 supE | X n | < oo 得 
到 P{X < X ) = 0,即 P(X = X ) = 1,也就是以概率1存在 Xoo ). 

最后，根据 Fatou 引理，有 

EIXqo = E(liminf | X n |) < liminf E | X n | < sup E \ X n \ 

n—►oo n^oo n 

自然而然，定理 6 可以应用到鞅和上鞅（前面己经指出过，鞅也是个下鞅，如 
果 { X n ^ n ) n > l 是上鞅，则 （- H ) n > i 是下鞅) 值得注意的是条件 SU P E | X n | 

对非负上鞅来说自然满足的. 

推论 4. 设叉二 ( X n , ^ n ) n^l 是非负下缺，对某个 p e (1， OO ) 有 sup EX ^ < OC 

n 

这时，以概率 1 存在极限 lim = Xoo 也在 P 收敛的意义下 • 

r _ _ _ _ 


OC 




< oo 


< oo 


证.因为 ( XP ^ n ) n ^ i 是下鞅（参见，引理 2), 则根据假设 sup EXP < oo 和定 
理 6, 有以概率1 存在 的极限，也就是说 Xn 的极限（由于随 In* 变量 x n ,n ^ 1 

的非负性）存在. 

由定理5,得 


(43) 


E sup XI < (p/(p- l)) p sup EX ^ < 


OO 


因此，如果 Xoo = lim X n ， 贝 ！) 


(44) 


X^-Xool^ 2^- 1 (X^ + X^) ^ 2^supXJ, 
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这样，随机变量 |X n - > 1 被可积随机变量 2^ sup 所控制.由于以概率 1 

收敛 — Xoo , 根据 Lebesgue 控制收敛定理有 E\Xn - ^ 0, 即在炉意义下 

收敛 □ 

§15. 下面例子说明了，应用定理6去研究分支随机过程的渐进行为的可能性. 


例 8 (高尔顿 （ Galton ) -沃森 （ Watson ) 分支过 程). 设质量 {^ n ) ， fc,n > 1} 

是取值于非负整数的独立同分布随机变量，且 E ^ 1} = M > 0, 假设= 1,的= 
和对 n ^ 2, S n = ^ ^ n) ( E C ( k n) : =0, n^lV 这样构造的序列 = {^ n ,n ^ 0} 


/c~l 


k=l 


称作分支随机过程.它描述了某种受普及数量的演化趋势，其数量是以下面的形式 

发展.最初时刻 


0有1个受普及的代表，他可普及一个随机数量(可以取值 
于0,_1,2,…）的人群，这一代受普及人群中的每一个代表，又以同样的方式,彼此之 
间相互独立地又普及一个随机数量的人群,它的分布如同前面的这个复制过程 
就发生了，假设中的最后一代，就是意味着这一代还没有产生新的受普及者. 


n = 


引入随机变量 


Xn = S n /fi n ,71 ^ 1 , 

验证它构成一个相对于自然 a - 代数流义= a { X G ， …， X n }，n > 0的鞅. 

■ 

由于随机变量 {^\ k ^ 1} 独立于“历史’’（&，&,..• ,5 n _ i ) 得到 


S 


n— 1 


EC ) 


E(X n |^ n _!) =^E 


， 1 


fc —1 


S n -i 


E 


E 


， ^n — 1 


k=l 


J 


E 心，. 


E e 


,S n -i 


{S r ,_i=j} 




3 


V ； E(4 n) |5o,---,5 n _,) 


E 




{ S n _ i = j ；} 




fc=l 




— n+1 


n—1 




=x n 


= 〆 


-1， 


3 = 


这样就证明了鞅性， . 

不难看出， supE | X n | = supEX n = 1. 因此，根据定連6得到当 

^ EXoo <oo i 此可得，如果 /i < 1则当 

换句话说，在 M < 1时，以概率1普及数量退化（为 0) 


时，有 


n — oo 


时，有 S 


X n ― > X 


0 a.s 


£ LS * 


n — oo 
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利用生成函数的方法(参见,例如， [68; §36]) 可以证明，当 " =1 时，有 
= 0) = 1 和当 (I > 1 时，有 lim P (5 n = 0) < 1. 

分支过程详细内容在，小册子 [67, 139]. 作为这个方面领域的初步，可以 
阅读 [61] 中的 §4. 

§16. 推论4是关于（非负下鞅,特别是鞅） P - 收敛（当 p > 1) 结果之一.下 

面的定理将对= 1时研究鞅收敛的问题. 

定理 7. 设 X = ( X n ,^ n ) n >1 是鞅.下面一些条件是等价的： 

1) = E ⑷多 n),n 彡1这里 e 是某个可积的随机变量； 

2) 族 { X n , n ^ l } 是一致可积的； 

3) 存在可积随机变量 Xoo , 使得有 I 1 - 收敛，即当 

4) sup E|X n | < oo 和 JCfc = E(Xoo|^fc),^oo = 

由于定 3^6 是可积的). 

证.1)=^>2). 对 n 彡1和任意的 a > 0,6 > 0有 


时， EIXqq — X n \ 0; 
lim X n , k ^ 1 ( a . s . 极限存在且 


n — oo 


B \ X n \ l {lXu>a} ^ E | C |1 { | U > a } 

= E lC|l{iX n |>a^K6} + E l^l 1 {|X,|>a^|>6} 

< bP (\ X n \ > a ) + EK |1{| c |>6} ^ ^ E l ^ n | + E |$ l {m>&} 

(X 

( -E|^l + ERIhlOb}, 


a 


因此， 


lim supE | X n | l { | Xn |> a } ^ E |^| l { |^| >6} 

t ^ OO 


这时由于 E 旧 < 00, 上边不等式右 


注意，6 > 0是任意取的，且可以取极限& 
边趋于0_这就证明了 2). 


— ^ OO 


根据定理6, 


2)^3). 由于族 { X n ,n > 1} 的一致可积性，得到 supE | X n | 

, n 

有 a . s . 存在 lim = Xoo . 再一次利用族 { X n , n ^ l } 的一致可积性，得到（参见， 


< oo 




( IIL 51)) E | X n — Xocl — 0即在 I 1 中收敛. 

3) 今 4) .由 3) 可得 sup E | < 

条件 3) 说明 ^. s . Y = Xoo , 其中 I % 在条件 3) 中说明.剩下只需验证 


存在 lim X n = Y,R 


因此根据定理6, 


a*s 


oo 




E | y | < 


OO * 


对任意的 n > 1 ， fc > 1 有 


E | E ( X n | 巧） — E ^ ool ^)! ^ E \ X n - 
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有 E(X n \^ k ) = X k , 则对 


因为，当 

A : 彡 1 a . s . 有心= E ( Xoo | 為). 

4)=^1). 蕴涵是显然 .口 

定理7给了构造出不一致可积鞅简单例子的可能性. 

例9、设…是独立同分布随机变量，且= 0) = P(Ci = 2) = 1/2. 假 
设= ft ^，几> 1. 则序列 X = {X n ,n^l} 是不一致可积鞅. 

事实^因为它是例2特殊情况，所以序列 X 是執.注意 { X n = 0} C {X n+1 
0}, P(X n / 0) = 2_' ?2彡 1,因此当 

是一致可积的，这时，由于定理7中的 2)43) 就得出当 

EX n = l ,7 i > 1. 从而 {X n ,n^l} 不是一致可积的， 

§17. 设在（完全的）滤化的概率空间 (Q^,(^ n ) n>u P) ±,给定随机变量$ 
且 E |《| < oo . 这个随机变量“伴随”产生了一个一致可积 Levy 鞅 

X = (X ny (^ n )^ i , P ), X n = EK | 八). 

根据定理 7 以概率1,甚至于在 P - 收敛意义下,存在极限这个极限 
给出了极其重要的自然表示.下面的结果，一般称作 Levy ^它是最早的有关鞅 

收敛定理中的一个,是在20世纪30年代中得到的（延森 ( Jensen ) 1934,莱维 ( Levy ) 
1935). 当时,研究的是由某些随机变量…， r n 所产生的 a - 代数而作为随 
机变量4取的是集合 Be 多 的示性函数 l s . 

设多； 


时有 E\X n — Xqo ! — > 0和对 n ^ k 


n oo 


a,s. 




时， a . s . 有 X n — (]• 假设，族 {X ni n 彡 1} 

时， EX n ^ 0. 但是 


n — OC 


n — co 


V 表示包含所有 ^ - 代数 G N 的最小 a - 代数. 

^=i 

时，以概率 1 有 

E ⑷ ^n) — E ⑷多 oo). 


定理 8 ( Levy ). 当 


n ^ oo 


(45) 


这里的收敛同样可以是 L 1 - 收敛. 

证.根据定理7,以概率1存在极限 


lim E ⑷多 n ) =叉00, 


并且,对所有的 n > 1，有 


E(e|^ n ) = E(X 00 |^ n ) 


(46) 


Xoo = E ⑷多 oo). 显然， X n = E ⑷見 ） G Al 潔⑻， n 彡 1. 由于人 C 


验证 


a.s 


多 oo , 随机变量是多 oo -可测的 （ n 彡 1), 根据第一章引理6有 Xoo G # ooi ^( M ) 
由于第一章引理7可以找到名 


可测随机变量 Z 。。， 使得 a . S . Zoo = Xoe 这样，只 
Zoo = E ⑷ D , 为此，要证对任意的集合 A e 多 60 ,有 


需要验证 


a.s 


EZooIa = 乂 
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因为 a ， s . Ao = Xoc ， 最后的等式等价于，对每个 A G 多 OC ， 有 


( 47 ) 


EXool^ = 


根据 （ 46 ) 式关系式 （ 47 ) 对每个包含 在代数 ^ = (J 中的事件 A 成立 （从 

而组成 7 T - 系).很容易看出，所有满足 （47) 式多中的合 A 组成 A - 系.根据单 
调类定理, a {^} 包含在 A - 系中.显然, cr {^} = 多 oo, 因此对所有的4 G ^oo, (47) 
式成立 .口 


§18. 对连续时间鞅或下鞅的研究要比离散时间的复杂.但是，有一系列的结 
果确是较简单地转换（在一定的条件下）为连续时间的情况. 

由于引理 3 , 在研究鞅或下鞅时， 认为 a - 代数流 F = (^ t )t>o 是扩 


充的. 


定义 6. 相对于 a - 代数流 F，t 称作可选时（停时)，如果函数 T ： n ^ [0, oo ], 

使得对每个 t 彡0,有 {W : t { uj ) < t}e 

引理 7. 设 X = ( X r ,^ t )^ o 是具有 a . S . 右连续轨道的鞅.设 a 和 T 是相对于 

代数流 F 的可选时，且 a . s . 有 a < t < c ， 这里 c 是正常数，这时， 


a - 


( 48 ) 


EX r = EX a 


(在0概率集合 { a * = oo } 和 {t = oc } 上，假设= 0和 X T = 0). 

证. 引入集合 = 2- n Z + = { k 2 - n ,ke Z + }, neN . 显然， ( X U , J ^ U ) 

定义 r ( n ) = S-npT + l ] 和 a ( n ) = 2- n [2 n a + l ], 这里 n G N , [•] 是数的整数部分.显 
然， r ( n ), a ( n ) G 和当 

cr ( n ) < r ( n),n G N . 注意， r ( n ),< j ( n ) 是相对于 a - 代数流 (^ u ) ueT n 的停时， 
因为对每个 /c G Z + 有 { r ( n ) ^ k 2~ n } = {t < k 2~ n } e ^ 

这时,对所有的 neN 有估计式 
究的是参数集 Z +， 而不是 T „， 这不影响)，对 n € N 


是鞅 


ueTn 


时,对几乎所有的 a; G Q ， T(n ) 丨 T , a ( n ) | a. 除此之 


n — > cxd 


外 


， a.s. 


(类似对 a ( n)，n G N ). 

( n ) 彡 c + 1. 因此，由于定理 2 (在这定理中研 


k 2 一 


n 


a.s- 丁 


有 


, a.s* 


E(^V(n) |^cr(n) ) = ^cr{n) 


( 49 ) 


根据同一定理，对 m G Z +, a . s . 有 


E(^c(m) ^a(n)) = ^a(n) ? ^ ^ 爪 


( 50 ) 


这里 c ( m ) = 2 ― [2- c + l ]. 在定理 7 的证明过程中说明了，对任意的 a - 代数族 

^ a C ^, aEA (^ 是可积随机变量)，随机变量 E (《 K ). 全体是一致可积的.考虑到 
t G M +， 不的轨道是右连续的，同时（由（ 5 0 )所推出的）族 {x a(n) } 是一致可积的， 
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— & 和在 L^n^.P) 中 L 1 - 收敛 • 这样，足 7 是可 

E(^ c(m) |^(n)) - ^r(n ), 类似地得出当 
时 is. X T(n) — X T 和在 P) 中 L 1 - 收敛 . 根据第三章引理 1, 对 n > m 有 

因此 , 对每个 m G N 随机变量是 ^ a (m) - 可测的.由第一章 
引理 6, 可以看出对任意的 m e N, 又 7 是歹 
测随机变量，这里 


. 得出当 

积随机变量 . 因为，对 n > m 有 


时 


n — oo 


0US 


a.s. 


n — oo 


o ： (n) 


a(m) 




可测随机变量，即足 7 是爹-可 


cr(m) ~ 


门 A ( m ). 


(51) 


省 = 


现证明 


E(X r \^) = X a 


(52) 


a,s 


为此，只需要对每个 A e 淨，有 


(53) 


EX r l,4 = EX^-1^ 


既然，对 n e N 有爹 C 由 （ 49) 式和第一章引理 7 得到，对所有的 n e N 有 
EX r ( n ) l ^ = EX a{n) l A . 等式两边让 n 趋于无穷，且利用己证的 X r{n) L l ^ 收敛到 

X T 和 X+p 1 - 收敛到 X ff ， 导出 （ 53) 式.关系式 （ 52) 显然的导出了 （ 48) 式 •口 

§19. 利用鞅方法非常简单的就得到 克拉默 （ Cramer ) - 卢恩伯格 ( Luen - 
berger) 保险模型 （第 一 章例 3) 中的基本结果（定理 9), 为此，设 


i){v) — Ee vr]1 < oo, 对 u > t) 


(54) 


对有有限 “ 支付 ” 量％来说，这个条件显然是满足的，也是非常现实的，因为 

^ 0, 则对 v < 0, (54) 式成立.经过完全类似于 (II.5) 的计算,对 0 < s < t 和 

G M 得到 


a,s 


m 


V 


-v(Y t -Y s ) = e (t-s)g(v) 


,这里 +) = A(^W - 1) 


(55) 


Ee 


— vc. 


， t G M+ * 因此关系式 （ 9) 成立，且 


由 （ 55) 式，注意到％ = 如，有 Ee-^ 

对每个 t; e R 过程 


= e 


-vY t -tg(v) 


z = {z t 


, t ^ R +} 


=e 


代数流界 = o-{Z s , 0 ^ s = a{Y s , 0 ^ s ^t},t eR+ 的戟 


是相对于 


(7 — 


引入 “ 破产’时 


inf{t > 0 : It < 0} = inf{^ > 0 :Y t e (—oo, 0)}_ 


(56) 


r 




右连续轨道，而集合 （ -00,0) 是开集，类似于第三章定理 3 


因为 {Y tl t > 0 } 有 

得到（作为练习试验证 ) ， t 是可选时，即对任意的 teR+^ {r<t}e ^由于引理 


a.s 


黌 
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7 (ct = 0 At 显然， 0 和 （A t 是有界可选时)对 i，e IR + 考虑到不等式 

IV 彡0有 


a . s . 


= BZ 0 ― ^^tAr ^ E 6 Xp { 一 vYf/\ T — (tAr)g(v)}l {T ^ t} 
彡 Eexp{-vY r - rg(v)}l{ T ^ t } 


一仰0 


e 


^ v ) P(r 


(57) 


—s 


inf 


e 


O^s^t 


这样，对和 t >0 有 


sg(v) 


(58) 


P(r ^ t ) K 


— vyo 


sup e 


e 


设 


> Aa , 这里 a = Erji < 


(59) 


oo 


c 


这时 g f {v) = Xlp f ( v ) — c 和 ^(0) = Aa — C < 0,除此之外，因为 Viv ) = (由 

条件 Em > 0 推出 Er?f > 0), 所以对 r > 0 有 g n { v ) = X ^ iv ) > 入 Et ??. 因此存 
在唯一的数 i；o > 0,使得 g { vo ) = 0.取 

P(T 


由 （58) 式对所有的 t e M + 得到 


V = Vo, 


由此有 


-^0^0 


e 


(60) 


， P(r < oo ) ^ 

这样,就证明了下面关于保险数学中的基本结果： 

设由具有强度为 A > 0 的 Poisson 过程 ( L 10) 所描述的 Cramer - 

_ 

Luenberger 保险模型 ( L 11); 随机变量 r ] j，j & N 满足条件 （ 54 ) 和不等式 （59)， 这 
时，“破 产，， 概率 P(T < OO) 可以用公式 （60) 式来估计，这里， j / o 是初始（原 ■ 始） 资本， 

V0 >0 是方程 g{v) = 0,v €W+ (唯一的）的择 ，而函数 g 是由（ 55 )式给出的. 

_ 

§20. 以后我们还需要下面的结果（参见，例如 （36)), 在这一节里 T 表示某个 


-vq yo 


e 


定理 


譬 


正数 


推论5.设 （足 ，見) 0 « T 是具有连续轨道的 下鞅. 这时，对任意的 C >0 有 


彡 EX+/c 


(61) 


P ( sup X s ^ c 

\0^s^T 


证.考虑到的连续轨道，有 


U U {^ k 2-^ > u } U { X T > u } 


sup X s > u 

O^s^T 


n—l k:Q^k2~ ri ^T 


S m 来代替 X c ， … ， Xat ) 给出 


在证明 （36) 式的过程中（用 X Sl ，… , X s ^Si 
不等式 


< ■ • • < 


N 


U U > u}U {Xt > tt} 1 ^ EX^/u 


p 


几 =1 0<fc2~ n <T 
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Pf U 再对 U 取极限，得到不等式 


由于，当 TV — bo 时有 P U B 

\ 71=1 

(61). □ 


连续轨道的平方可积鞅（即，对 


推论 6 ( Doob ). 设 （ Xt ， 只)构灯是具有 

t e [0, Tj 有 EX } < oo ). 这时，对所有的 c > 0有 


a*s. 




(62) 


P 


sup 

O ^ t^T 


证.考虑到（尤 2 ,見)…明是下軟，由不等式 （61) 直接可得_ □ 

补充与习题 


代数^ C Pr ^ 是垂直投影到子空间 


1. 设随机变量€ € L 2 ⑴，多， P ) 和 
H = L 2 ( n ，< P ) C L 2 ( Q ,^, P ) 的算子.试证 £；(^ K ) = PrnC 

注意，因为空间 L 2 ⑴，多， P ) 在空间 L 1 ⑴，矛， P ) 中稠密，所以算子 Pi ^ 根据连 


a - 


续性能够延拓到空间多， p ) 上. 

2 .设 (^ t ) t >0 是某个 CT - 代数流.试证， T 是相对于^71代数族 (^ t ) oo 的可选 
时当且仅当 T 是相对于7 _代数流 (^+)^0 的停时，这里界 


n 見 ， o 0‘引 


s>t 


入 a — 代数 


多 T+ = {A e ^ ： An{r <t} e 对每个 i 彡 0} 


3, 在关系式 （51) 中，是否有 a - 代数矽= A +? 

4, 设 { CnWi 是可积随机变量序列 ， A = 


? ~ G N ， 

试证， ( X n , ^ n ) n ^ i 是執，当且仅当 E 匕 +1 / n ($ 1} …，匕）= 0,对任意有界 Borel 函数 

M 和所有的 71^1. 

非常有趣的是上面的结果与下面简单验证过的结论进行比较： 

实随机变量（不一定可积 ）^ 1 是独立当且仅当对所有的 n 和任意有界 

R . 有 COv(p(^ n+ i)/ n (^i, • -- ，匕 )） = o . 

5. 试证，如果（匕，多 n ) n > l 是独立中心化随机变量序列，多 n = 46,…‘}， 

彡1，则过程 { S n ^ m ^ n ) n ^ m 其中 


fn : K- 


Borel 函数分 ： R — M 和九： lR n 


― > 




S n ， 


n 彡 m ， 


l$i 0”<€ 7 打 < 打 


对每个 m > 1 是具有 0 中值的鞅. 

6 . 设罐中装有 a 个白球和&个黑球.从罐中每次地随机提取一个球,并且在返 
回该球到罐中的时候，再加入与取出球同样颜色的3个球.用 X n (n ^ 1) 表示罐中 
在 n 次取出、返回后，白球数与总球数之比 （ X 0 := a/(a + 6)). 试证 X = { X n , n ^0} 


是鞅 
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是 Lebesgue 测度■设 { T ni n > 1} 


7•设 （ D ， 多， P ) = ([0， l ]，^([0， l ])， mes )， 

是区间 [0,1] 上加细分割序列，即几是由点0 = ^0 < < 

成，且 Tn C T n + i,n ^ l , m n > 2. 引入 [0,1] 上 cr - 代数#„，它是由集合 A n ，i = 

\0, t n , 0 }, A n , k = ( t n , k - u t n , k },2 ^ k ^ m n , n^l 所生成的.对函数 / : [0，1] R 假设 

>1，有 


mes 


1组 


< t 


9 * * 


n 


f(t n ,k) - /( 亡 n ， fc-l) 




X ni^) = J2 


ww ， 


tn^k fn ， fc—1 


k~l 


试证， ( X n ^ n ) n ^ 是戰. 

设在上面习题中函数 / 满足利普希茨 （ Lipschitz ) 条件，即对 G [0,1] 
和某个常数 L > 0,有 \ f ( x ) - f ( y )\ ^ L\x - y \. 设分割几使得当 

(^n,fc — 亡 n ， fc—l) 


8 , 


时， 


n 00 


试证， V ^ n (：= a {^ n,n G N }) = ^([0,1]) 和族 

时，随机变量 x n ^x 


有 


0 . 


max 

0^ fc ^ m r 


{ X u ? n > l } 是一致可积的.这时根据定理7,当 
和 L 1 - 收敛，这里义 oo e 潑([0，1])|涿 ( M ). 因此，对任意的 [ a ， ft ] C [0,1]，当 


a.s* 


n — 00 


n — ^ 00 


时有 


6 


(63) 




X n dt = E^ n l^ a ― > E ^ Xoolj ^ ，叫一 


时有 S h a X n dt ^ f ( b )- f ( a ) (请解释为什么?) , 则从 （63) 式得出，函数 


因为当 

/是绝对连续的,且它的密度（相对于 Lebesgue 测度）可以作为随机变量 X n ,n — oo 

的极限来找到， 


n — ^ 00 


9.设 { X n }^! 是在概率空间⑹，多， P ) 上 的实随机变量序列，并设…， 

) 和 - , x n ) 是在 ( E n ,^( M n )) 上 （ W 彡 1) 某个相对于 Lebesgue 测度的概 
率 密度.研究 似然比 


X 


/^(Xi(cj), - - - , X n (cj)) 

駆硕，… ， X »)， 

如果 /☆) = 0,假设 fi { z ) = 0 (这时 L n ( z ) ：= 0), ZeR 71 . 试证 （ Ln ， 多 nWl 是 
鞅，这里，多 啦 V , X n }, n ^ l . 

10.设 ： T C 1 R + 和 （ Xt ， A)teT 是复值戟，即 （( ReJC t ， ImXt )， 多 t)teT 是取值 

于] R 2 的鞅，它的每一个分量（根据定义）是鞅.这时，对 s < t , s,t e r , 有 
B ( X t \^ s ) = X s (这里 E(r + iZ \^) ：= B { Y \^) + iE ( ZK ) 对可积随机变量 Z ， 和 

i^vEX = { X u teT } 是具有 不相关 
增量的过程， 即对？ ；< u < s < t 、 u ， v ， s，t € T 有 E { X t - X s ) ( X u - X v ) =0 (进而，平 

方可积鞅是处于具有常数中值的独立增量过程与不相关^量过程之间) • 

设 « n } n ^ l 是独立实随机变量序列.并设& = f ： 心 ， n > 1. 利用鞅方法试 

fc=l 

证,对级数£ 下面结果是等 价的： 

1) 级数 


L n ( uj ) = 


n ^ 1 




代数 W C 多)，设对 teT 有 E | X t 


2 


< OO 


<J — 


11 


fe=l 


收敛; 


£US* 
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2) 级数依概率收敛； 

3) 级数依分布收敛. 

注意，根据 Kolmogorov “0 - 1”律（第三章定理 6), 该级数收敛与发散都是以概 

率1成立的. 

12. 设 r = { Y u t G T}，T c IR 是（复值）独立增量过程，且 E | T t | 2 < oo,t e T . 

试证，存在非随机函数 h : T R , 使得石=闷 2 - ^⑴相对于 

a { Y sjS ^ t y seT } = a { ReY s , lmY s ,s ^ t,s e T},t e T 是戰，当且仅当 

E \ Y t — Y s \ 2 = h ( t ) — h ( s ), s t , s^t E T . 

_ 

设 W { W ⑴ J > 0} 相对于自然 <j -代数族 IF = (罵)咖的 Brown 运动. 

13. 试找出所有的 a , j 3^ R , 使得过程 X = { exp { aW t + pt }, t ^0} 是鞅 
14■设 T 是有限停时（相对于 CT - 代数族 F ), 试证 （ WtAT , 多 t ) t > o 是缺. 

15.对 和 t > 0定义函数 h ( a , x ^ t ) = expjax — a 2 f /2}* 设 

d k h ( a , x ， t ) 

da k 


代数界 


a 


( 64 ) 


/ifc (3? ， t)= 


A: > 1. 


a=0 


试证,对每个 / e 彡1，是戟（注意，根据习题13,对每个 a E R 过程 
{ h ( a , W t , t),t > 0} 是鞅).这样，过程 W *， W t 2 - t ，- 3 tW u Wt - 6 tW , 2 + St 2 , • -- 
是鞅 ( t ^ O ). 

16, 试证，对 = inf{t ^ 0 : \ W t \ = a }， a > 0 有 E 

17, 设 f + < rW t) t 彡 0 和 i? a = inf{t : X t = a }. 试证，如果 7 > 0 , cr # 0 和 

< 0,则 


2 


5 a 4 /3 


a 


2ja/a 


P(R a < oo) 


=e 


18. 如果， 

a ) y = {Y t , t > 0} 是 Wiener 过程， 

b ) y = {Y t ,t > 0} 是 Poisson 过程，是否满足条件⑼？ 

19. (参见， [12; p .166]). 设 W 土 {W t ,t > 0} 是 m 维 Brown 运动且 /( x ) 是 R m 

中的连续上调和函数，即对任意点 ： r 6 R m J ( x ) 不小于该函数在以点 a : 为中心，任 
意长为半径球上的积分.试证，随机过程 X = { X t - ^ 0} 如果对所有的 

t 彡0有 E | X t | < oo , 则它是相对于由 Brown 运动所产生的自然 a - 代数流的上鞅. 

下面是一个与定理6有关的，且有趣的结果. 

_ 

20 (克里科伯格 （ Krickeberg ) 分解).鞅 X = {X n} ^ n ) n>0 具有性质 sup E | X n | ’ 

当且仅当存在非负鞅 Y = (V n ,^ n )n>0 和 Z = (Z n ,^ n ) n ^o, 使得 X n n = Y n 


<00 

, 7Z > 0 ， ' 

21 (里斯 ( Riesz ) 分解).设 X = ( X n ,^ n ) n > 0 是一致可积上戟.这时存在表示 
X n - M n + R n , 这里 M = ( M n ,^ n ) n>0 是一致可积鞅，而 i ? = ( Rn ^ n ) n ^0 是位 
势，即一致可积非负上鞅，且当 




时， a . s . R 


0 , 
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22 •设 /I : R — 是不降凸函数和 ( X n ^ n ) 

€ R 和 t > 0有 


是下鞅.试证，对任意的 


l^n^TV 


p 


X n ^ u ) ^ £ h{t X n ) / h { tu ) 


(65) 


max 

l«N 


23 .设 （ X n , 是鞅或是非负下鞅.试证 

+ \ X N \), 


E 


( 66 ) 


max 


这里，对 x 彡 l ， log+x = \ ogX , 和对 x < 1, log 

对独立随机变量和来说，估计 （66) 式可以更精确，有下面的结果, 


x = 0 


定理 10 ( Doob ). 设$ 1 ，^ 2 ,…， C / v 是独立实随机变量，且= 0, A : = 1,…， 

1，…， iV 这时，有 


见设忍二 


n 




k=l 


\ X n \^8 E \ X N 


E max 

1 «N 


(67) 


介绍伯克霍尔德 ( Burkholder ), 戴维斯 ( Davis ) 和甘吉 ( Gundy ) 的一些结果， 

它们推广了对独立随机变量求和，著名的辛钦 ( Khinchin ) 和马钦凯维奇 ( Marcink - 

)- 济格蒙德 （ Zygmund ) 经典不 等式. 详细关于这些不等式的内容可以参见 


lewicz 


» m 

51 

■ 


定理 11 ( Burkholder ), 设 X = ( X n ^ n ) n > 0 是鞅，且= 0. 这时，对每个 
P >1 可以找到常数戽和％不依赖于 X ，使得 


imip < ^iiv^ii 


( 68 ) 


n ^ 0, 


p ， 


这里， [X] n 是 X 的二次 （平 方）变差（参见 （ 2 2)) •在 （ 68 ) 式中可以取 


A p = [18 p 3/2 (p - I )]— 1 ， B p = 18 p 3/2 (p — 1) 1/2 


除此之外，（由于定理 5) 当1对= 


x k \t 


max 

O ^ fc^n 


冉 llx/i^llp 彡 ll^llp ^ B ； \\^/lxU\\ Pi 

这里， A ; = A P , B ； = ( p/(p - 1)) B P (参见，例如， [85; 第 2 卷， p .678]) 

24. 试构造一个例子（参见 ， [85; 第2卷， p .678]) 5 使得当 p = 1时，双边不等式 
(68) 不一定成立. 

但是 Gundy 给出了例子，当 p = 1时,不等式 （69) 依然成立(只是带有某个“万 
能”的常数 A { , B { 不依赖鞅 X ). 

对矩来说，比阶的更一般形式有下面的结果 


(69) 
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定理 12 (Burkholder - Davis - Gundy; (参见，例如， [106; p .425])) •设 

$ : [0, oo ] — [0, oo ] 是非降函数，且在 [0, oo ) 上有界和凸的，使得对所有的 t > 0 

和某个 c >0, 有 ^( 2 t ) 彡 c 少⑴， 且屯⑼ = 0,$( oc -) = $( oo ). 这时，可以找到常数 

0 < A < B < oo , 仅依赖于 C , 使得对任意的鞅 X = 有 ' 

AE ^ S ^) ^ E $( X *)《 獅 ( D ， 


1/2 


2 


这里 X * = sup | X n |， 500=1： ( AXfc ) 


， AJTfc = Xk — 义 o = 0, A: G N. 


25. 设 W = { W tj t > 0} 是 m 维 Brown 运动 • 试证 {\\ W t \\,^ t ) t^o 是下戟 ( 

连续轨道)，这里 1| • || 是 R m 中的欧氏范数利用习题22 (带有函数 
当的值 t > 0), 试证对每个5 > 0和所有的 a ; >’ y / ms 不等式 


a.s 


和适 


tx 


= e 


— m/2 


r sd 


/(2s) 


(70) 


P sup IIWill 彡 a : 彡 

\t^[0,s] ) 

成立.（过程 (|| W t ||,^ t) t ^o 称作维数为 m 的贝塞尔 ( Bessel ) 过程 .） 

26. (参见， [ l 2 ; p .182]). 设 W = { W t , t 彡 0} 是 m 维 Brown 运动，这里 m ^ 3. 

试证，当 f 

概率1不会回到0点.试解释一下，为什么当 m = 1时,该结论是不对的.当 m = 2 
时，能看出相应的什么样结果？ 

借助于鞅论的方法和倒 向时间 的思想在随机分析中可以得到一系列重要结果. 

定义7,设⑼) teT 是在多上递降 a - 代数族，即当 s < € 了 C R 时有 

為 C % C 多且设 X = { X u teT } 是相对于 a - 代数族 (^ t ) t € T 的实适应随机过 

程.随机过程 X = { X t ^ t ) teT 称作倒向鞅（倒向下鞅，倒向上鞅)，如果（倒向的）随 
机过程 { X u ^ u ) ueu , 当 C / = -了 = {-d G T } 是鞅（下^，上鞅)‘ 

特别的,如果 E ( X n \ W n+1 ) = X n + i , n >0, 随机序列文= ( X n ,%) n ^ 0 是倒向鞅. 
在最后的等式中“=”换成“>”，得到倒向下鞅倒向上鞅).倒向鞅的概念可以 
扩充到取值于 R m (m ^ 1) 的随机过程. 


—X 


e 


ex 


且试证，无论在什么有限时间内，过程研以 


有]|^| 


时 


—> oo 


— ^ oo 


, SLS. 


27,设…，是取值于 M m 的独立同分布随机向量 （ m 彡1)，且 E ||^ i ||< oo , 

{& ，… , X N }, 试证， 


这里 | M 是欧氏 范数. 假设 X n = ( l / n ) E 

( X n ^ n > iV ) i^Ar 是倒向鞅 




fc=l 


定义 8. 卖随机变量序列 Kn ) n ^ l 称作可置换的，如果对每个 W > 1和任意的 
一 个集合 {1,2, …， AT } 的置换 ( i ir -^ i N ) 都有（匕,…= 

E 是 Bor el 函数.研究如下面形式的 1 C / - 统计序列： 


设 m 彡1和分 ： R 


9(匕1，… u. 


u n . 


n ^ m , 
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这里 = n \/ m\(n - m )!, 且设穿 n ，m = cr { Uk , m , ^ ^ n},n ^ 

28. 试证,对 t / - 统计序列 （?7 n ， m ， Un > 是倒向鞅. 
下面的结果是类似定理 6. 


m 


存在 lim = X 


定理 13•设 ( X n ^ n ) n ^ 0 是倒向下鞅 • 这时 
[- 00 , 00 ) 此外，如果存在 


G 


a*s 


(71) 


lim EX n = c > — oc , 


时有 — Xoo . 如果对 


则叉 oc G (-00,00) 和在空间 l 1 ⑴ ，多 , P ) 中，当 

n ^ 0 a . s . X n ^ 0, 和对某个 p e ( l , oo ) 有 EXj < oo 则在空间中当 


n —^ oo 


时有—叉 


n oo 


证.对非空区间 （ a , fe )， iV > 1，设 Ma y b ) 表示鞅“自下 
而上，，穿越区域 （ a ,6) 的次数（参见， §13). 这时根据引理 6 有 Ep N ( a , b ) < E ( X 0 - 

)+/(6- a ) 因此 a . s . 有 > ^ 


a 


Pooi ^ b ) := lim /? jv ( a ，6)< 


oo 


N 


正如在定理 6 的证明中所得 a . s . 存在极限 Xoo = 注意到(巧~，見 )^o 

倒向下鞅.因此， — 


(lim X +) 

\n—►oo / 


^ lim inf EX ^ ^ EX ^ < 


E 


oo . 


) = 0 . 第一个鍤论证毕. 


由此可见， P(X 

设条件 （71) 满足.因为对 n > 0有 EX n 彡 EI n +1 和 EX +^ 巳1广+ x ，贝 [] 


= oo 


E \ x n \ = 2EX + - EX n ^ 2EX+-c C 2EX 0 + 一 


n ^ 0 


c , 


因此 supE | J ^| = C 0 < 

现 n 证族 { X n , 7 l ^ 0} 的一致可积性.对任意的 e > 0取 
彡 m 时有 c - e < EX n < c + e . 这时，对任意的 a > 0和 n > m (类似 （1) 式考虑 

对下鞅）得到 


OO 


m ( e ) G N , 使得对 


m 




n 


E | X n | l { n |» = EJ ^ nld 彡 a } — EX n l { x r ,^- a } 

= BX n l{ Xn ^a} + EX n l{x ri >^a} - EX n 

^ E 1 {> a} + l|X n > —O；} 

彡 E | X m | l {| x „|> ot } + EX 

^ E | J \ T m | l {| D a } + 2。 


_ C + £ 


— C + £ 


对任意的 7 有 


E l^m|l{|X n |^a} ^ E l^m|l{|X m [^7> +7 P (l^n| ^ «) 



随机过程论 


120 


由于切比雪夫 ( Chebyshev ) 不等式和已证明对所有的 n G : N 有估计 sup E | X n | < Cq 


有 


P (| X n | 彡 一 1 E | X n KC 0 a — 


取 7 = 7 ( e )>0, 使得 E | X m |l 


这时 


< £ 


{1 兄 ml 彡 7} 


sup E \ X n \ l {{x ^ a} ^ 3 e + 7C 0 cv 一 1 


n^m 


进而，族 { Xn,n > 1} 一 致可积成立，因此，当 
x n — Xoo . 而因为 Xoo € I 1 则显然 a , s . 有 IXool < 

如果对所有的 n^O 

推论4,对又^…，; S ： Q 有估计式 


时在空间中有 


n — > oo 


oo . 


有 X n > 0且对某个 p € (1,00) 有 EXJ < oo 5 则根据 


8US. 


x ^\^( p /( P - i ) rE ( x p 0 ) 


E 


max 

0 «iV 


it N 趋于无穷，得到 E 丨 sup 抑 
空间中当 


正如在推论4的证明中，有在 P ) 


< oo. 


n^O 


时有 x n — x 

. 推论 2. 对任意的倒向鞅条件 （71) 是满足的 


□ 


71 — 00 


关于 Levy 定理（定理 8) 的 倒向序 列有着下面的习题. 

29. 设 E \ X \ < oo 和 (^ n ) n >1 是概率空间 ( n ,^, P ) 中的不增 

时 a . s . 有且在 L 1 ⑴，多， P ) 空间中 


代数序列. 


a - 


且设穿 oo = n 氣.这时，当 

71=1 


n ^ oo 


E (取卜 E (頌⑴). 

下面利用鞅技巧可以得到 Kolmogorov “0 - 1”律（第三章定理 6). 

设{匕}_是中的独立随机向量序列，对 n 彡 H = < j{^ k ,k ^ n},^ n = 

aUk ) 彡 几}, 且设 A e ^oo = 

E (1 a | 多 n ). 由于 （45) 式当 

多 oo, 因此 A € 見 o, 这意味着 a . s . ECl^l^oo) = 1 a . 这样，当 


(72) 


门这时，因为 A 不依赖于多 n ，则 El 

有 E (: U | 久）— E (1』 D , 但是淨 oo C 


A 


时 


n — co 


a.s 


时有 


n — oo 


P(^) = El^ = £(1^|^) —^ E(1a\^oo) = 1 


(73) 


a.s 


A 


从而， P ( A ) 等于 1 或 0. 

对独立同分布随机变量来说, Kolmogorov “0 - 1”律的有意义的推广将在下面 
的定理 U 中给出.为此引入下面的概念. 

对应映射 7 t ： n -^ n 称作有 限置换 （记作 7 T en ( N )), 如果对不多 

于有限个（依赖于 TT ) N 中的数 n 使得 7 T ( n ) ^ n . 在概率空间上给定实随 

% 


定义9 
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iitn 




机变量序列（即对随机元€ = (6，匕… ） e 糾潑 ( r °°))， 设蚱=(&，&，.…)，这里 
- (7C U 7T 2r ^) 是集合 N 的置换，且在多中 定义置换事件 a- 代数. 


7T 


省二 g ^( e °°) : = (tto 一 1 (丑)，对所有的 a e n(N)} 


定理 I 4 (休伊特 (Hewitt) -萨维奇 (Savage) “0-1” 律) • 设—独 
立同分布随机变量序列.这时，置換事件代数多是退化的，即仅仅包含概率为0 
或是1•的事件. 

证 明在， 例如， [85; 第2卷， p .533] 给出. 

30. (习题28的继续).根据定理14得到，当 
助定理13试证，如果 { ik } k ^ i 是独立同分布随机变量序列，则 U^m = E ^(6, ••- ^ m ) 

31 . 设 { X n ^ n ) n > l 是倒向下鞅,且设满足条件 (71). 试证，对 m 彡1有&彡 

E ( X m | D , 这里 I = 0 (注意，根据定理 IS ， a . s . Xoo 二存在和在 

空间中).换^^说，随机过程 ( X n ^ n ) n >1 是倒向下鞅是“闭的”.试证， 
如果 ( X n ,%) n ^ 是倒向鞅，则 （ X „ 爲同样是倒向鞅. 

32. 在定理13中是否可以去掉条件 (71)? 

P 

定理 15 (Kolmogorov 强大数定律). 设6_,心,…是取值于的独立同分 
布随机向量，且= a e M m , 这时，当 


时， a . s •有 C / n ， 


C4c , 借 


n — ^ cx ) 


时在 I 1 ⑴，多， P ) 空间中 a . s . 有 


71 — 00 




k=l 


证.不失一般性，可以假设 a = 0， eM m - 由于习题27,随机过程 { X n 々 n 


，#) 


Hn = ， … ， X N } = cr{S n ， … ， S N }、Sn = 6 + … + fn ， n = 1 ， 


• « * 


是倒向（向量的）鞍.这样，利用 Levy 定理（对每一个分量运用)，对 n = 1,2, 

得到 n = E ( X !|^) 这里 ％ = a { S k ,k > 


， iV ， 


有 假设 iV 

}. 设琢 ?o = n ^ n . 根据倒向序列的 Levy 定理得到（参见（7 2 )),当 

在 P ( Q ， 多， P )_ 空间中 
有 a - 代数淨 a 是退 化的. 因此， E ( X 1 |^ oo ) = EX 1 =0. 但是 , A = ECXxl ^) 即在 
L ^ a ^. P ) 空间中 a . s . 有 — 0 


」一 > oo 


a.s 


时和 


n — oo 


n 


有 E ( Xi |^ n ) ^ EpdH 由 Kolmogorov 的 “0—1” 律 


a.s 


□ 


关于 Kolmogorov 定理推广到相关的随机变量（特别的，两两独立的）由埃杰曼 
德 ( Etemund ) 给出，可以参见，例如， [101; p .66]. 

下面的结果一方面既包含了 Levy 定理，另一 方面也 包含了在条件数学期望符号 

下取板限的定理 （包含 Lebesgue 控制收敛定理） 
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定理16 (布莱克韦尔 （ Blackwell )- 丢宾斯 （ Dubins )). 设 { X n } n ^i 是在概 

有 X n — > Xqo 和 

-代数族，它或是递增的或是递减的 


率空间 （ Q , 多, P ) 上的实随机变量序列，且当 

E(sup|X n |) < 


时， 


71 — 00 


a.s 


且设（多 n )01 是 / oo 中 

(对应的是多 oo = 0多 n 或多 oo = 3多 n ). 这时， a . S , 和在 L 1 ^， 多, P ) 空间中有 


00, 


a 


lim E(X n \^ k ) = EiX^oo) 

n^k-^oo 


(74) 


证.记作 


U m = sup E(X n |^ fc ), V m = inf E(X n |^)，m > 1 


k ^ n^m 


这时 a . s . 存在 C / = lim C/ m 和 V = Um (由于序列 {‘} 和 {V m } 的单调性). 

m—oo m—►oo 

设 F m = sup X n ,m ^ 1 . 注意， E|y m | < E(sup|X n |) < oo，m > 1 . 因此，对 

每个 m > 1, 根据定理 8, 或是根据倒向序列的 n Levy 定理，当 

L 1 ⑴，多， P ) 空间中 is . 有 


时和在 


—► oo 


E ( y m |^ fe ) -> E ^ i ^) 


(75) 


对 n 彡 m 有 X n < Y m ， 则对 n 彡 m ， 彡 1， a . s . 有 


E(X n \^ k ) < E ( y m |^ fc ) 


这时，由于 （75) 式得到 a . s . 有 


U ^ lim sup Edl^) < lim sup E (1^| 多 00) 

m—oo m—►oo 


时， a . s , 有 E ^ l ^ oo )! E ^ l ^). 这样, C / < ECXooH ) 


由叉％，当 

类似地可以验证 F > ECXool ^ oo ). 因此 a . s . 有?7 = V 

至于 （74) 式中的 L 1 - 收敛让它作为习题 .口 


m — > oo 


存在着关于 Doob 鞅和下鞅收敛定理 （定理 6) 的各种各样的推广 • 例如， 如果 

M = ( M n ^ n ) n ^ 是具有二次特征= m ) n ^ n - l ) n ^ X 的平方可积鞅（参见 
(21)), 贝 IJ {〈ML < oo } g{M — }，即在集合 {( M) to < oo } ±. 这里序列 { M n } n>1 

时，对所有的函数 


收敛到有限的极限，记作 {M —}. 除此之外，当 
/ : R + ―^ M +, 且有 


n > oo 


a.s 






00 


0 


成立.而 M n = o(f({M) n )). 

(特别是 /⑷= i 1/2 ( log + t ) a , 这里 a > 1/2); 详细参见 [101; p .53]_ 
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33,设 (^ t )^ o 是在完全概率空间 （ A 多, P ) 中的不降代数流（不一定完全 
的).这时，歹 

以相互交换（参见习题 2). 

对 Brown 运动的自然 a - 代数流（爲) t > o , 对所有的 t ^ 0 是否有界 t =爲+ 


%,即扩充0概率集合类的运算与 a- 代数流右连续闭运算可 


t + — 


34 


成立? 


定义10•鞅（下鞅 ） X = ( X ta ^ t ) t > o 称 作满足通常化条件， 如果 。 - 代数流 

是扩充0 概率集合类的，且是右连续的 - 

35.设 ( X u ^ t ) t > 0 是具有 a , s . 右连续轨道的下鞅（鞅) • 且设对每个 * € R +, # 
在 (5 = J ( t ) > 0,使得 


(76) 


X s 


E 


< oo 


sup 


5G[t,t+5 


试验证，是下鞅（缺）（提 示： 利用定理 ie ), 

同时验证对 Wiener 过程和 Poisson 过程公式（ 76 )成立（注意， Wiener 过程的 
轨道是 a . s . 连续的，而 Poisson 过程的轨道是 a . s . 右连左极的). 

与最后两个习题有关的是下面的基本结果，即对下鞅存在具有“好”性质轨道的 


修正 


定理17 (参见， [148; p . l 6]) # 设 X =( 不，馬 )oo 是下鞅，且 a- 代数流（爲 )00 
满足通常化条件. 

a ) 随机过程 ( X t ) t ^ o 有右连续轨道的修正 ( X t ) t ^ o 当且仅当函数 * — EX t 是由 
E + 到右连续的. 

b ) 如果右连续轨道的修正存在，则它可以使得在每一点 * e (0,oo) 左板限存在， 
且与 a - 代数流相适应.此时 ，X = ( X ty ^ t ) t ^ o 是下鞅. 

注 3. 在随机过程的一般理论中，经常是假设: a - 代数流满足 通常化 
条件,而鞅（下鞅，上鞅）的轨道是在 Skorokhod 空间 D ([0, oo )) 中，即在每一点 t 彡0 

上右连续,且在点 t > 0上存在左极限. 

对鞅的概念有许多不同的推广.其中最重要的是局部鞅（下鞅，上鞅）的概念 • 


定义 11. 轨道是在空间 D = ([0, oo )) 中随机过程 M = ( M u ^ t ) t ^ o 称作局部 

Too 使得对每个 


鞅（局部下鞅，局部上鞅)，如果找到非降停时序列 { r n } n ^u 
n 终止随机过程 M n = ( Mf ATn ，多 t ) t ^ o 是 （ 一^般的）軟（下戟，上執) 




借助局部鞅的概念引入半鞅的概念，它是一个非常基本的随机过程与随机计算 
的发展有着密切相关（参见,例如， [46]). 
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定义 12. 轨道是在空间 D = ([0, oo )) 中随机过程 X = 称作 半鞅， 

如果这个过程能够表示（一般来说,不见得唯一）成 


X = X 0 + M + A ， 


这里， M = ( M u ^ t ) t>Q 是具有 Mo = 0的局部鞅， A = ( A t ，瑪) 咖是轨道具有有界 
变差的随机过程（在每个区间 （0, tj 上 , t > 0 )，且4 

与鞅过程相近的 有拟鞅 （参见[168])，微信号（参见 [162]), 同时还有多 指标鞅 

([119, 195]). 对于今后学习鞅和它的应用可参见书[26, 46, 95, 138, 146, 148, 182, 184, 


= G . 


197] 


在半執概念和随机计算基础上建立起的随机模型，非常好的被应用到 金融数学 
(现代随机过程理论中一个蓬勃发展.的方向分支）当中.在各章节金融数学部分中, 
作为引言我们来介绍一个最简单的离散时间金融市场模型. 

在金融市场演化 （evolution of financial market ) 中，无风险（资产）价格 (rickless 

asset ) B (银行账户）和风险（资产）价格 (rick asset ) 5 (股票）用不同的方程来描述 

( n > l ) 


AS n = r n B n _ 


(77) 


= PnSn—1 ， 


(78) 


这里，一般假设 AX n = X n — X n ^ v 除此之外，还假设 B nj S n , 

化的概率空间 （ Q , 多，(多 n ) l « iV ， P ) 上的随机变量，这里馬 v =多 ， iV < 


是给定的滤 


Pn 


-对 


， JV 设 


n = 1 ? 


« • 


u n = ^y k , v n = Y,pk 


(79) 


fc — o 


k 


这里 { r n } 和 { Pn } 是随机序列，即对每个 n ， 它们是 H 潑 ( R )- 可测的 .且力 = 

和对 n 彡 1 有 二 a { S 。， …， S n }. 


定义 13* 上面所描述的模型称作 { B , S )- 价格过程 (price process ) (或 市场 


( market )) 


36. 试证，方程 （77) 和 （78) 的解可以写成如下 随机幂 的形式（离散的)，即 


Bn = Bo ^ n ( U ), S n - So ^ n ( V ), 


这里， 


^ n ( X ) = H (1 + AX k ) 


， n > 1 ， S^{X) = 1 
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定义 14. 被称作投 资策略（投资组合 ） (trading process) 是二维随机变量序列 

( h ) o « N , 使得对所有的 n 有 


(3 n G 7n e 人 - ； l|^(R). 


被称作投资策略（投资组合 ） tt 的价 值过程 (value process) 是随机序列 X 

这里 


XI = P n B n + 7n^n, 0 彡 n < 见 

随机变量 A 和 7 n 相应地被解释为在时刻 n 投资 B 和 S 的数量. 

定义 15. 在所有时刻 n = 1, …， iV, 具有性质 B n ^ Ai 3 n + 5 n _iA 7 n = 0, 的投 

资策略类称作 自融资（自筹）策略 （self - financing trading strategies) 类，且用 5T 表 


不 


37. 试验证，自融资策略的价值过程可以表示成下面的形式 


= XS + ^](/5 fe A5 fc + 7fcA5 fc ), 


k =0 


这里 ABq = AiSo = 0. 

定义 16. 在自融资策略类 S 7 71 中可以找出套利策略 (arbitrage strategy ) 子类 

SF &rh (它可能是空的)，它是由那样的 7 T 组成，使得对 n < iV , P-a.s. 有 XJ ^ 

0和以正概率有 >0. 

这样，这个概念在经济意义上的思想是无风险而获得利润.与这个定义相关的 
是下面的. 

定义 17. 概率测度 P * 等价于概率 P (B 卩 P * 《 P 和 P 《 P *) 称作 鞅测度 

(martingale measures), 如果在给定的滤化的空间上，则 { S n / B n }'« N 是相对于概 

率测度 P 111 的鞅. 

P * 表示所有軟测度 P * 全体. 

定理 1 S . 设在价格过程（市场）模型 （ S , *9) 中，随机变量是可料的 

_ 

(即 h G 斤 _ i | 潔 ( R ))， 和 r n > —1. 这时， P * e P * 等价于 {K - C 4} i « jv 是相对于 

测度 P * 的鞅，这里 C 4 和 V n 是根据 （79) 式所定义的. 

4 

定理 I 9 (金融数学的基本定 理). 设在价格过程（市场）模型（召， 的中 

{ r n } i ^ N 是一组确定的数，使得对 l ( n ( N 有 r n > -1. 这时， 


P* — 0 分 SF^ = 0 
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由于市场的重要特征，即它是完全的，在不同的金融计算中，可以得到的准确 


公式 • 


定义 18. 市场 ( B , S ) 称作 完全的 （ complete), 如果对任意的函数/ G ^\^( R ) 

都可以找到自融资策略 7 re SF 使得 X ^( u ) = f ( co ), u ； en . 


从数学的观点看完全的市场性质是保障所有作为市场上资产的准入和减少对这 
些资产投资的限制. 

定理 20 (关于 ( B , S ) 市场是完全的) •设 P * # 0. 这时，下面的结论是等 


价的 


1) ( B , S ) 市场是完 全的； 

2) P* 包含着唯一的元素 P ， 

3) 任意的鞅 （ Mn ， 多 n ， P*)0«7V 都表示成 


M n = Mq ^: 




1 


这里 7/c G 多 fc—ij 溪 (IR ) 和 


S k s k — 




Bk Bk-i 


注 4. 既然 Amfc = Sk ^ B ^ ipk - Vk ), 对随机变量 { M n } 有下面的等价的表示: 


^2lk{pk-r k ), 


(80) 


M n = Mq + 


这里 ％ = lk S k ^B^ e 

我们还需要一些概念 

定义 19. 具有期满日 iV 的 未定权 益 (contingent claim) 是 (/, N ), 这里非负随 

机变量/ e • 市场的投资者或经济人应该履行给定的义务,选择自己的投 

资策略，使得^ > /. 建立这样投资策略 7T 的程序称 作对冲 (hedge), 而策略本身 

称对冲策略 （hedging strategy) - 

与未定权益的对冲相关的重要问题之一 是期权 (option) 定价问题.想象在金融 

市场上证券发行所，提交、发行一些资产的有价证券（对买方,卖方等等).为了成为 
这些证券的持有者，需要支付证券发行所一些金额 C . 这样,购买了在时刻 iV 对提 

交的证券有执行的权力和得到付款 /. 这样的有价证券交易称作欧 氏期权 (european 

options) (买方，卖方等等，投资)， 而契 约本身 一 期权合同 (optional contract). 当证 

券的持有者对提交的证券，在任意的时刻 n e {()，••.，#}有执行的权力和得到付款 

f n , 这样的有价证券交易称作美 氏期权 (american options). 这样的证券卖主，在卖出 


鬌 
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时得到金额 C , 所应该组织自己的投资策略，使得 x ^( u ) ^ f n « 对所有的 uen 

和 n < iV , 

现在回到欧氏期权. 

定义 20. 设在（5, 市场上给定了原始资本 

资策略 7 T 称作 { xJ , N ) - 对冲,如果对任意的 w G n ， 有 

和 


0和未定权益 （/， A 0. 自融 


X > 


用 n ( xJ ， N ) 表示所有 ( x ， f ， N ) 对冲的 集合. 被称作未 定权益 （/， A 0 的投资价值 


是量 


(81) 


C ( N ) = ini{x > 0 : II ( a ;, /, N ) / 0} 


公式 (81) 同时给出满足双方的 考虑: 对卖主（在市场上可以保证未定权益实现)， 
对买主（在一定意义下，付出最小的金额给卖主).因此 C ( N ) 同样称 作期权的公平 


价格 


众所 周知， 买入期权 (call options ) 又称看 涨期权 （期权对卖出)， 卖出期权 (put 

options ) 又称看跌期权（期权对实入).第一个是带有未定权益/ = ( 况 v - K ) + 的期 

权，根据它，期权持有者可以在时刻 iV 以固定的价格 K 来购买一些股票（这时股票 

的市场价格是办 r ). 当然,如果是 SW >圹期权成交，当知2时不成交.根据卖 
出期权，期权持有者有权在时刻 W 以固定的价格 K 来出售 C 些股票，这时未定权 


益是 f = {K — Sn ) + 


定理21.设 ( S , B ) 是无套利机会的和完全的市场，且设确定的序列〜使得 

= 0，1，…，见这时，对带有未定权益 (/, N ) 的欧氏期权满足下面的 


『n > — 1，当 
结论： 


1) 公平价格是由下面的公式所确定 


C ( N ) = E ^^\ U)f = 


这里 E * 表示以唯一的鞅测度取中值（由于定理 20); 

2) 存在最小的 { C ( N )， f ， N ) 对冲 


(忠，7二)<况，即^^ = /，且 


= E *( 奶⑺焱⑺狀)， 

—1 


x 


^n—1 

这里 {^ n } n ^ N 是 对鞅， {^( B ^ f \^ n )} n = 0 ,^ N . 由分解 ⑼） 式可料序列. 

关于上面所述的结果以及许多其他金融市场的有趣模型既是离散也是连续时间 
的可以参见[86]，在那里有很多的参考书. 




召 n — 1 


/r/r t™- 

弟力> 早 

测度的弱收敛.不变原理 


内容摘要：度量空间上的测度弱 收敛， 依分布随机元的收敛.测度的弱收敛准则.在连 
续映射下测度弱收敛的保守性，在空间 C ( 7 \ S ) 中测度的弱收敛.测度族的相对紧性 
(弱列紧性）和胎紧性.普罗霍洛夫 (Prokhorov) 定理.唐斯克尔 (Donsker) -普罗霍 
洛夫 （ Prokhorov) 不变原理.林德伯格 （ Lindeberg) 多维中心板限定理 • 独立随机变量 1 
和的极大值引理_ Kolmogorov (拟合优度）检验证明的步驟，作为条件维纳 (Wiener) 
过程的布朗 （ Brown) 桥. 一 个概率空间的方法，斯科罗霍德 (Skorokhod) 定理 • 弱收 
敛的度量化 * 莱维 （ Levy) - Skorokhod 距离. 


§1. 本章中，我们所涉及的只是一般教程中的问题，是与用一些过程的概率分 

布 来逼近 其他过程的概率分布有关.本章的基本结果是 Donsker - Prokhorov 不变 

原理 （§6). 在初学这一章的时候，为掌握这个结果需要熟悉测度的弱收敛以及取值 
于距离空间的随机元依分布收斂的概念 （§1 和 §2). 在连续函数空间 C ([0,1]) 上测 
度的弱收敛定理（在§5中）起着关键作用，它是借助于测度的有限维分布的弱收敛 

和相对紧性的思想建立起来的.多亏了 Prokhorov 的基本定理（证明可参见附录2)， 
上述的思想可以有效地进行验证. Prokhorov 定理 (§10) 是非常有用的，它给出了在 

一个新的概率空间上重新定义随机元，且具有 a . s . 收敛性的方法.至于本章的其他 
结果可以在复读时再去光顾. 

从测度（概 率） 的弱收敛 （weak convergence) 概念开始， 


定义1•设 （ S ， p ) 是具有 Borel 代数涊 ( S ) 的距离空间和 Q , Q n {n > 1) 是 

( S , 激 ( S )) 上的测度.称作测度 弱收敛到测度 Q (用 Q „ 4 Q 来表示)，如果对任意 
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时有 


的函数/ e a 6 ( S ? R ), 即有界连续函数/ : S — R ， 当 


( 1 ) 


f ( x ) Q ( dx ) 


同样的定义,如果在⑴式中取复值函数/ e C b ( S ， C )， 即有界连续函数/ : S 
C . 对于测度的序列可以考虑更宽的范围，例如，网，即有向变量为指标的测度族，如 

{ Q a ,a > 0}- 

函数/对测度 Q 的积分（当被确定）用 (/, Q ) 来表示. 

如果弱极限存在，则它是唯一的，正如 

引理 1. 设对所有的 / G C 7 b ( S ， IR ) 有 (/, Q ) = </，&,则 Q = Q . 

证.利用在 ( III .22) 公式后的讨论，可 p 看出,对所有的闭集 F 有 Q ( F ) = Q ( F ). 

由于第一章引理4得到，在 ^( S ) 上 Q = $ .口 


— > 


注意，在这个引理中，只是/ G C 6 ( S , R + ) 就足够了 . 

回顾，集合 bcs 的边界 ae 是指 s 中的那些点的全体，使得在该点的任意邻 
域都有 b 和 s \ b 中的点.对任意的集合5 c 5,来说集合是闭集，因此属于 

遛 ( S ) 中. 


对验证弱收敛的准则，下面的定理使用起来更方便. 


定理1 (亚历山德罗夫 （ Aleksandrov )). 设 Q ， Q n ( n > l ) 是距离空间 （ S , p ) 上 

的测度，这时，弱收敛 Qn 泠 Q(n — 00) 等价下面的每个结果： 

1°. 对任意的闭集 F e 激 ( S )， 有 limsupQ n ( F ) < Q ( F )； 

2°. 对任意的开集 G e 涿 ( S ), 有> Q ( G ); 

3。-对任意的集合5 € 潘 ( S )， 且 Q { dB ) = 0,有 lim Q n ( B ) = Q ( B ). 


证，首先注意定义⑴等价于对任意的函数 / eC ^ S ， R ) 有 


( 2 ) 


limsup (/, Q n ) ^ (/, Q ) 


、事实上如果对函数/ 6 C 6 ( S ， R ) 有 （2) 式成立，则将/换成 -/, 得到 

lim inf {/, Q n > > ( f , Q ) 从而⑴式满足了，反之结论很显然. 

^1) 设 Q n 今 Q ， 证明1。.对任意的闭集 F 和任意的 s > 0,定义函数 ff ( x ) = 

■ 

< p ( p ( x , F )/£) e C 6 ( S , M ), 这里 p 是由 ( IIL 23) 公式给 出的. 因为 /f 有 Q n ( F )= 
(lp,QnK 〈 /f ， Qn 〉 •由于 ⑵ 式有 


limsupQ n ( F ) < limsup{/f , Q n ) ^〈/ f ， Q 〉 


0,根据 Lebesgue 定理有 〈/ f ， Q 〉— { If , Q ) = Q ( F ) 


余下的是让 


s — 
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Q 只需要对在0 < /( a ;) < 1下（经过线性变换 


b ) 设1。成立，要证 Q 
af(x) + b 以后的，这里， a> 0 : b G TR ) 验证不等式⑶即可.任取 fc € N 和闭集 




Fi = {x : f(x) ^ i/k},i = 0, …， 设 = Fi _ x\Fi = {(i - l)/k ^ f(x) ^ i/k}，i = 

1, …， A :. 这时，有 


k 


k 


rv * -j f V * 

E 1 十 _ < mQ(dx) ^ y , 

JS i=l ^ 


⑶ 


注意到 


k 


k 


k 


E = E i(Q(D - Q ⑹) 

i^l K i=l K 

与 （3) 式左半部分求和类似的变形同时，有 


Eq ⑹ 


— + 一 




k 


k 


k 


E 娜乂 

2=1 Jb 


Eq ⑹ 


f(x)Q(dx) k 


(4) 




k 


将测度 Q 换成测度 Ck 可以得到类似的不等式.这样,有 


k 


k 




由于的任意性,有不等式 （2), 即 Q n 4 Q . 

c ) 条件2。和1°的等价是显然的（只需对相应的集合取其余集来进行 ■). 

d ) 验证由条件1。推出3。.用 B 。 表未集合的内核，而 [匈为 B 的闭包.这 
时，由于1°和2°有 


limsupt /, Q n ) ^ — + lim sup 


k k 


k 


k 


Q ( B °) < lim infQ n (5。） 彡 lim iniQ n ( B ) 

n—oo n—^oo ' 

< limsupQJB ) < limsupQ n (问）彡 Q ([ B \) 


(5) 


因为 Q ( dB ) = 0([ B}\B c 和 B \ B。C OB ), 所以 Q (问） = Q ( B ) = Q ( S °), 因此 
由 （5) 式得到条件 3°. 

) 设 3 。成立，证1。.取闭集尼且研究集合 F ^{ xeS : p { x , F )< e }, 这里 
er >0. 注意，狀 e C { a ; : p ( x , F ) = 4,所以对^ #占有扮 7 e 门即 5 = 0 . 因此,不多于 

可数个数 e 的集合有 Q ( dF £ ) > 0. 取序列0使得 Q ( dF ^) = .0,当 fc > 1. 这时 

limsupQ ^( F ) < lim Q n ( F £k ) — Q ( F £k ), 

^oo n —OO 

时考虑到有 Q ( F ^) Q ( F )， 从而得证. 口 

设队多， P ), (仏，八, P n ) 是所给的概率空间, S 是距离空间，随机元 X : 

S (即相应的是多哆 ( S ) 和多 J 涊 ( S )- 可测映射） 


e 


对任意的 k , 当 k 


— 00 


Q ^ S s X n : Q 


― > 
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定义2,随机元 X n 称作 依分布收敛到 X (记作三 X 或^ X )，如果 

Px ， 这里 Px,, 和 Px 是随机元 X n 和 X 的概率分布（参见 


时有 Px 


当 


(16)). 


利用 ( L 23) 看出，之 X 当且仅当 


^ nf ( X n ) ^ Ef ( X ) 

对任意的函数/ e C 6 ( S , R ), 这里 E , E n 表示根据测度 P , P n 取的中值. 

定理 2. 设 （ S , 涿 ( S ))，( V , 涿( V )) 是距离空间， /I 是由 S 到 V 的连续映射.如果 

Xr^XiXmX 取值于 S )，: 则 


( 6 ) 


K h(X n )^h(X), 

如果在 （ S ， 遛 (S )) 则当 


⑺ 


时在（ V ，涿 (V ))上有 


n — OQ 


Q n / i _1 => Qh 

4 

证.取有界连续函数 g : V ^ R , 这时，函数^。/ I 属性空间 G ( S ， R )， 因为是 

时有 E n g ( h ( X n ))— 馬 (/ i ( X ))， 即⑺ 


⑻ 


连续和有界连续函数的复合，因此，当 

_ 

式得证. 


注意，如果 X : Q — S 是可测映射，而映射 /i : S — V 是 ^\ s ^— 可 

测的 （( S ， 釣和( V ,是某个可测空间)，因为对任意的 B G 潑有 P x h ^( B ) = 

_ 

(丑 )） = P ( X € h _ 1 ⑻）= P ( h ( X ) eB ) = Phpqp ) 则 


Pxh- 1 (-) = P h{X )^)- 

设今 Q . 根据第一章引理 8, 定义随机元 X n ， X 使得 Q 

Q = Px - 这样，对 

因为已证 P 

§3. 正如同数列一样，在研究测度族弱收敛时,考察测度的子序列收敛性是非 
常重要的. 


⑼ 


Px n ，n > 1 和 

有 X n ' X . 由于⑼式有 Q n h — = Phix ^. Qh - 1 = 


弱收敛于 P ^ ( x ) ,则可得所求的结果 （8) 式. 


P 


□ 


h(X n ) 


h(X) 




引理 


时 Qn 4 Q 的收敛性当且仅当从每个序列 {n k } C N 中可 

时， Q . 

证.必要性是显然的.证明充分性.假设从每个序列中可以找出子序列，使得子 
序列收敛，但是当 

使得对某个 e > 0, 有 K /, Q mfc ) - { f , Q )\>£, 对所有的 k > l , 

由此可见，由序列 { m k } k ^ i 中不能找出子序列 Wfc } fc ^ i , 使得当 fc 
序列收敛 Q mi . 4 Q . 矛盾,充分性得证 .口 

A - 


当 


71 — > OO 


攀 


以找出子序列 K}, 使得当 k 


— ^ OO 


时 Qn 於 Q . 这时，存在函数/ e a ( S ? R ) 和序列 { m k } k>u 


时，子 


— ^ OO 
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定义 3 .在 （ S ， 激 ( S )) 上测度族 { Qa,a e A } 称作相对紧的（弱列紧的） ( Rela ¬ 
tively Compact ), 如果从任意的序列 { Q a . tl } 中可以找出弱收敛的子序列 ■(— 

般地说，收敛到的元素不一定在这族中). 

显然，任意的弱收敛序列是相对紧的.很容易构造出相对紧的序列，但是序列没 
有弱极限（只需要取两个弱收敛于不同极限的序列，并将它们合而为一 ). 

下面将展示出两个概念（即相对紧性和弱收敛性）之间的紧密关系. 

定理 3. 在距 离空间 S 的 Borel a -代数涿 ( S ) 上测度序列 { Q n } n ^ i 有弱板限 
当且仅当同时满足下面的条件： 

1) 序列 { QnWi 是相对紧的； 

2) 存在那样的函数类龙 C C 6 ( S , R ), 使得 

2 a ) 对每个 /i G 义， 存在极限 lim ( h , Q n ), 

n^oo 

2 b ) 对 （ S , 涊 ( S )) 上任意的测度 Q 和 $ 如果对所有的 he ^ 有 


( h , Q ) = [ h ， Q }， 


( 10 ) 


则在涿 ( S ) 上有 Q = Q . 

证. 必要性是显然的.因为只需要取戈 3 = C b ( S , R ), 再利用引理 1. 

证明充分性.根据 1) 由序列 { n k } k>1 可以找到子序列当 

有 Q< 戶 Q. ' 

这时,对所有的/ € G ( S ， IR ), 有 {/, Q n； ) ^ </, Q >. 因此由 2 a ) 得到关系式,有 

lim (/ i , Q n ) = ( h , Q ), 对每个 h e Jif 


时 


( 11 ) 


时， Qn ☆ Q, 这时由于 1) 和引理 2 又可以找到子序列 { m k } k>1 

时有 Q 


假设当 
使得当& - 

</ i ， Q 〉=〈/ i ， Q >. 这样，根据 2 b ) 有 Q = Q . 与 Q#Q 矛盾 • □ 


n — ^ oc 


0,且 Q # Q . 由 (11) 式，对所有的& e 龙得出 


§4. 研究在某些概率空间⑴，多, P ) 和 ( Q n ^ n , Pn ) 上对每个 i e T 取值于可 
测空间 （ S t , 涿）的随机过程 X = { X u t e T } 和 X ⑹= { X t (n) , teT }, 这里 n > 1. 
考虑第一章定理3 } 自然而然地可以定义在柱集 a - 代数琢 r 上随机过程 X ⑻分布 
弱收敛于随机过程 X 的分布作为随机过程弱收敛于随机过程 X . 但是只对在 
距离（或拓扑）空间的 Borel a - 代数上测度的弱收敛给了，可是,一般情况下，不能 
确信空间 S T 可以距离化，可有潘 T =涿 ( S r ). 但是考虑到过程的轨道（以概率 1) 是 
位于某个特殊(.可距离化）空间 St 的子集，在一些情况下这个困难是可以克服的. 

作为那样的子集,可以取在某个紧集(距离空间上) T , 上的连续函数空间 C ( T , S ), 

它是对每个 t e T 取值于 Polish 空间 S (赋予了一致距离 p c ) (参见第一章 § 18 ). 

_ 

回顾， ^( C ( T y S )) 表示 C [ T ， S ) 空间中的 Borel a - 代数，而 ^ t { C { T , S )) 是这个 
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代数，，由、“连续柱集”所产生的，即由形如 

C ( T ， S )— 炉是 


⑻, 这里 B 


空间的柱集 
雕 fc )，L ■- 


e 


cr — 






，t k e T，/e >1，映射 7 r tl ， 


th 


* * » 


( 12 ) 


( x . fe )， … , x (4)), x G C(T, S) 


丌<1，… } tk X 




根据第一章引理 12, 有 3 B t {C{T,S)) = ^(C(T,S)). 

d _ 

定理 4. 设 c ( r , s ) 是上面给出的空间.这时有下面的 结果： 

■ 

a ) 如果在 ^( C ( T , S)) 上的测度 Q ， G 所有的有限维分布重合，即 


-1 


(13) 


对尤1，…，亡 fc G 了， k^：N 


Q^'t 


: t k ，■ 


lV " ， 


l ， 


* • * 


则在潑 ( C ( T , S )) 上0 = 0. 

b ) 在涿 ( c ( r ,5)) 上测度序列 { cUn>i 当 

对紧的，且对所有的有限维分布存在弱极限，即对每一 …，4 € I 1 和 /e > 1序列 

{ Qn ^ tif ... , t fc } n^l 有弱极限. 

c ) 在 ^( C ( T , S )) 上当 

的，且的所有的有限维分布弱收敛于相应 Q 的有限维分布. 

证 . a ) 如果测度 Q 和3在代数（在 CCTj ) 中“连续柱集”）上重合，则根 

据 卡拉泰奥多里 ( Caratheodory ) 定理；测度将在由它们所产生的代数，即在 
^ t { C { T , S )) 上重合:这意味着在 Borel cr - 代数 潘 ( C ( T ， S )) 上重合. 

b ) 必要性是由于序列的弱收敛是相对紧的,而由于映射 （12) 式的连续性，定理 
2保证了有限维分布的收敛.证明充分性利用定理 3. 由假使序列 {QnWl 是相对 
紧的意味着满足定理3中的 1). 研究函数类 


时有弱极限当且仅当它是相 


n — > oo 


时有 Qn Q 当直仅当序列 {Qnjn^l 是相对紧 


n — > oo 


= {h = gk 07 r ti ，.,.， t fc ， 这里你 G C 6(5 fe , E ), ti , 

e 光，有 


, t/c G T , A : ^ 1} 


根据公式 （1,23)， 对 h = 9k 0 冗 tu 




4 . 4 4 


(14) 


(h, Qn ) — {^fcj Q 

测度序列 {QnTTi^.. 的弱收_敛性是由于 （14) 式满足定理 3 的 加). 公式 （ I 4 ) 

中的测度 Qn 是無^的、用 Q 和3代替 Qn ， 结论 a ) 谀明了满足定理 3 的北)•这 
.样,序列 { QnWl 有弱极限. 

C) 如果当 

论.设 { QnWl 是相对紧的，且 CKz 的有限维分布弱收敛于 Q 有维分布 （n — 00). 
这时，由在意的 Qru 序列可以找到子序列收敛于某个 测度& 利用弱收敛极限 
的唯一性（引理 1) 看出测度 Q 和5的所有的有限维分布相重合.因此，根据已证的 
a ), 测度 Q 和亡在 潘 ( C { T ， S )) 上相重合.由引理2得到 Q „ 弱收敛于 Q . 


亡 1，.“ 


时有 Q n = > Q 则类似于 b ) 中必要性的证明可以得到所求结 


n — > oo 
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在下面的意义下，测度 Q n 的相对紧性（在贫 ( c ( r ， so ) 上）条件是与有限维分 
布的收敛性条件是“独立的 

很容易构造一个例子 Q n 序列是相对紧的，但是所有有限维分布没有收敛性.只 
需要取两个不同的测度 Q 和 Q /， 然后，由它们交差地构造一个新序列 Q ， Q ', Q ， Q '， … 


95 


即可 


现在再构造一个 ( QnWl 序列，它的有限维分布弱收敛于某个测度 Q 的有限 
维分布，但是这个序列 { QnWi 不是相对紧的（根据定理 4 ,只需要当 
Qn 没有弱极限即可). 


时， 


n — 00 


> 例 1. 设测度 Qn 集中在函数4 ㈠ e C ([0 A }) 上，由图14所示，即= 
S Xr „,n ^ 1 (一般来说， “Delta - 测度” S x ( A ) ^ A { x ) 是测度 “ 集中”于点 x) 和 
C([0 ， 1]) = C([0 ， 1] ， R). - ‘ 


(0 


O 1 物 ） 1/n 


图14 


很容易看出,对任意的 B e ^( R k ), k^l 和钇 …， tfc e [0, l ] 


( s ) = S Xri {x e C ([ o , i ]) ; 


y x ( t k )) e B } 




■Ai ， … ， tA ； 


ls(Xn ⑹， … ,X n (t k ))^ 


当 n 足够大时有 x n ( U ) = 0 ，i = 1， 


， fc . 因此，对这些 n 有 


4 4 * 


(4) ) = 1 S (( V . ..，0) = S Xo 7 T ^ 


( B )， 这里 x 0 ( t ) = o,t e [0,1] 


(亡 1), 


， 


ytk 




因而，当 


时，测度 Q n 的有限维分布弱收敛于测度的有限维分布. 

时有 k 々 Q . 这时，根据 


71—00 


假设存在测度 Q , 使得在 ^( C ([0 ? l })) 当 

定理2 (或者定理4的 C ))- 对所有的 k^imtu 


n — ^ 00 


，4 er 有 






n — ^ oo 


1 ，…， 


由于定理4的 a )， 可得 Q = 4。.在空间 C ([0,1]) 中取闭集 F = { x (0 : sup x ( t ) ^ 1} 

w 

显然，对 n 彡1有〜。 ( P ) = 0和 ( P ) = 1. 根据定理1 (1。)，当 
.不可能有.矛盾，证明了构出的测度序列不是相对紧的. 


te[o ， i] 


n — > 00 
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在例1中的函数 X n 在空间 C ([0,1]). 中没有极限，因此,在习题1中，用其他方 
法验证了测度心。没有弱极限. 


§5. 下面有关与测度族弱相对紧的一个重要概念. 


代 数上， 测度族 { Qa } a € A 称作胎紧 

( Tight ) 的，如果对任意的 e > 0可以找到紧集&，使得对所有的 a e 有 Q a ( K e ) 

1 — £. 


定义 4 . 在距离空间 （ S , p ) 的 Borel 


( 7 一 


> 


借助于胎紧的概念帮助描述下面关于弱收敛的基本结果，而它的证明将在习题 


2中给出 


定理5 ( Prokhorov ). 如果在距离空间 （ S ， p ) 上 测度族 { QcJc^a 是胎紧的，则 

它是相对紧的.如果空间 （ s ， p) 是 Polish 空间（即完备可分距离空间)，测度族是相 
对紧的，则它是胎紧的. 

定理4和5给出结果用来证明在距离空间 C ( T , S ) 上测度序列 {Qn}n^l 弱收 

敛于测度 Q 的一个非常有效方法.它是借助于有限维的收敛性和胎紧性- 

为此,首先回顾一下 Polish 空间(7([0, 1]). 

定义 5. 函数 


A (/, (5) = sup {|/ ⑴ - f ( s )\ : s,t e [0,1], \s — t \ < (5}, S > 6 , 

被称作函数 / e C ([0,1]) 的连续模. 

注意，函数 A (.,(5) 在空间 C ([0,1]) 上连续，因此它是 ^( C ([0,1]))- 可测的. 

描述 0([0,1]) 空间中紧集的,在函数论中有如下的结果（参见,例如，[ 32 ; P-302]). 

定理 6 (阿尔泽拉 （ Arzela)- 阿斯科利 （ Ascoli)). 函数族集合的闭包 JT C 

C ([ 0 , 1]) 是该空间上的紧集当且仅当 


sup |/(0)| < oo 4 和 ]im sup A (/, 5) = 0. 

5^0+ f €J( r 

■ 

(上面的条件等价于函数族 JT 是一致有界和等度连续的 •） 


由此可得 ' 

_ 

定理 7. 在涿((7([0，1])) 上测度族 { Q a }aeA 是胎紧的当且仅当同时满足下面两 


个条件: 


1。. 对任意的 e > 0, 都存在 M = M ( e ) > 0, 像得对所有的 a €八有 


Q.(/ ： l/(0)|>M)<£- 

2。.对任意的 e , u > 0 , 可以找到 S = 5 ( e , u ) >0,使得对所有的 ctG A 有 

Qa(f : A (/, S ) > U ) < £. 
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证.设测度族 

0 ([ 0 ， 1 ]) ，使得 (^(&)>1 

的 e ，" > 0都存在 M = M ( e ) >0^1 5 = S ( e , u ) > 0,使得 


A } 是胎紧的.对给定的 e > 0可以找到紧集 C 

对所有的 a e A . 根据定理6, (Arzela - Ascoli ) 对任意 


y OC € 


— E 


XeC{/:|/(0)|^M,A(/,5)^z，} 

1 1 - 


因此，必要性条件1。和2。是显然的 . . 

现在设满足条件1°和 2°. 对每个 e > 0可以找到 M = M ( s ) > 0,使得对所有 

的 a € A 有 Q a ( B 0 ) < e /2, 这里 B 0 = {f : |/(0),| > M }, 取 4 > 0 那样，使得对 

所有的 a e A 和 > 1 有 Q a ( B k ) < e 2-^ k + l \ 这里 B fc = {/ ： A (/,4) > 1/卟设 

■ 

K e = n B k , 这里艮 = C ([0, l ])\ B k} [-] 表示在空间 C ([0 5 1]) 中集合的闭包•根 

Jc=0 J 

据定理 (Arzela - Ascoli ), K e 是紧集.此外， P ( K £ ) ^ g s 2 
{ Q a ， o ； eA } 是胎紧的 .口 

注 1. 如果 A = N ， 则定理 7 条件 2° 可以换成下面的等价条件 

h 

2'. 对任意的 £, i / > 0,可以找到6 二 <5(£, p ) > 0和= n 0 (£, i / } S ), 使得对所有 

的 n > n 0 有 Q n (f : A (/, S f ) > u ) < 

事实上，根据 乌拉姆 ( Ulam ) 引理(参见，本章补充与习题中的引理 6), 在 Polish 

空间上,任意的有限个测度族是胎紧的.所以，根据已证的定理7,对在意的£，.!/ > 0 
存在 S f ^5 f (£, jy )>0 } 使得 


因此,测度族 


= £ 




fc — 0 


6 


(^(/ : 厶(/，5)>0<£对所有的 


1， 


n 


，几 0 




* • * 


现在只剩下取6和 《（在 2' 中的）极小，即可， 

代替％经常采用下面更方便验证的条件，它保证 .2' 的成立. 
2". 对任意的 


> 0,可以找到 TV = N ( e , iy ) eN , 使得对所有的 n > n Q ( s ， i ^ N ) 


£, iy 


有 


N 


eq 


. \ f ( s )- f ( Ci ^~ l )/ N)\>u \ <e 


sup 


事实上,对任意的 iV > l 和">0有 


N 


3"}〕 n 


I / O ) —/((《一 1)/^0 1 < 


{/: A (/, l / iV )< 


v 


< sup 

ki \(i-l)/N^i/N 


因此，由 2〃 推出 2'. 

§6. 在连续函数的泛函空间中，测度的弱收敛一般理论中一个非常著名和有意 
义的应用之一称作不变原理，它乃是中心极限定理以泛函形式的类似（和推广). 
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首先，给出必要的定义.设 （ A 多， P ) 是概率空间， X n ^i = 1, 

是该空间上的独立（对每个 n ) 实随机变 量系列 ，且 BX nji = 0,《=1， 

;=1,这里 <7^ = EX 2,. 如果 Y nti (i = 1,... , m n ) 是具有有限方差的独立随 
机变量,且至少有一个是非退化的，则可以标准化，设 


， m n ，n 彡 1， 
• ， ， ， m n 


• 4 


，和 


5=1 


E ⑽以 


X n ，i = (Y nii - BY nii )/B n , 


B 


=E ( 这时， t n 


0, $n，j = j = 1 ，•’ • ，爪 n • 

对每个 U e n 给出函数 s n (t ， co)，t e [o,l], 作# 有节点 (t nJ ,s nJ ),j 

的连续 折线，即设对 


=1)，〜0 = 


尤 n’O = 0, t n ，j 


0，1， 


,mn 


*• 4 


(t 


1 




义 n , i ， 对 f G 


S n (t^ Cj ) = Sn^i—i + 


(15) 


一 1 ， 


t 


n ， i_l 




(参见，图1外我们在这里，以及今后都偁定所有的 a n ， f > 0,换句话说，我们除去了 
随机变量 a . s . = 0,公式,(1 5 )指出对每个 t € [0, l],S n {t,u), 是随机变量，因为 

对所有的 a ; e Q 轨道 5 n (., o ；) 是连续的，则根据第一章定理7知 .={5 n ( t),i 6 [0,1]} 
是在空间 C ([0,1]) 上的随机元.设 IF n 是在溪 ( C ([0， ll )) 上& 的概率分布. 


定理 8 ( Prokhorov ). 设上面所给出的随机变量 X Uii , 这里 n 彡 1 和 i = 
1， … ， m n ， 满足林德伯格 ( Lindeberg ) 条件：对任意的 e > 0， 当 


时有 


n — ^ oo 




(16) 


0 


7i，i 丄 {| 义 |>e} 


时 ？ 有 


这时， P n 今 W(n — > 00 )， 这里 W 是 Wiener 测度.换句话说 ，当 
S n ^ W , 这里 W = { W ( t),te [0,1]} 是在 [0, 1] 上的 Wiener 过程. 

关于随机折线的分布弱收敛于 Wiener 测度通常称作唐 斯克尔 （ Donsker )- 普罗 

霍罗夫 ( Prokhorov ) 不变原理. Donsker 研究了中值为0,方差为1的独立同分布随 


n ^ 00 
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机变量情况，设 X 2 , …， So = 0, +… +. X n ,n > 1, 他研究了带有节点为 

( i / n , Si / y / n),i = 0,… ， n 的随机折线. Prokhorov 给出的定理8 (具有 Lindeberg 条 

件）包含了 Donsker 的结果. 


应该特别强调的是在定理8的论述中包含了独立实随机变量序列满足 Lindeberg 
条件的一般中心极限定理 • 事实上,泛函/1«)) = 41 ) 是 C ([ 0 , 1 ]) 到 M 的连续映 
射.因此，根据定理2有，当 


时， HS n ^)) ^ h ( W (^ &P 


训）= S n 


W ( l ) - N (0，1) 


71 


定理 8 的泛函性质说明了它为什么称作泛函形式的中心板限定理.同时也可以 
理解不变原理的术语 一一 不变性.它应该理解为，无论我们取什么样满足 Lindeberg 

条件的独立随机变量序列， h [ S n (.)) 的分布极限与 h { W {^)) 是一样的（这时, A 可以 
取在空间 C ([0,1]) 上任意的连续映射). 

这样，对足够大 n ， （连续有界的）泛函 h ( S n (，)) 的分布“接近” Wiener 过程泛 

函 h ( W (-)) 的分布.这种解释对相反问题的解决非常有帮助，即在寻找我们所关注 
Wiener 泛函的概率分布的时候,有时可以成功地构造那样的随机游动 <9 = { S n , n ^ 
1} 使得研究 h ( S n (-)), n^l 的分布将问题变成了很简单（参见，习题11和 13). 

定理8的证明是依靠“有限维分布的弱收敛和胎紧性”，它们是在前面的定理4 


c ), 5和7 


§7 ， 我们还需要两个辅助性结果.第一个辅助性结果是多维中心极限定理，它 
在证明过程 5 n (-), n>l 的有限维分布弱的收敛起着关键作用. 

为叙述该定理（它的证明在附录3中给出)，研 究在股 fc 中随机向量= 

对任意固定的 n > 1独立（在每一序列中),且对所有的 nj 有 =0 e 
，和 E || e n , ili 2 < oo , 这里 |H 是在 M fc 中的欧氏范数. ' 

用表示方差（协方差）矩阵，即由向量的协方差组成的矩阵， 


1， 




* * • 


71 




= E 


B 


定理9 ( Lindeberg ). 设前面像大山似的那种随机向量丨=1， 
彡 1} 当 


时，按每个元素有 




(17) 


B 


对任意的^ > 0,当 


时有 


E E n^ii 


(18) 


0 
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时有 


这时当 


71 — 00 


S n ^N(O y B 2 ) 

第二个辅助性结果是在估 计过輕 S ^(.)， n 彡1的连续模时的 极大不等式, 即在证 
明它们的分布族是胎紧的时候;在命题中给出. 


(19) 


引理 3 (Kolmogorov 不等式 )• 设 Ci， … 

~ ^ * 

_ 

: i. 

的独立实随机走量.设氏 = 


，Cm 是具有 ECi = = DCi 

' J 

Cj,l < * ^ 讯尤 =DS m . 这 

J —1 


< 


OO^ l — 1 ， 


，m 


* - • 


时，对任意的 A g R 成立不等式 


|^| > Arf m < 2 P (|5 m | 彡 （A — ^2) d m ). 


( 20 ) 


P 


max 


证.当 A < ^时,显然成耷.因此，假设 A >力，且设 Aj 
| 巧 | 彡 Mn } •这时，事件 ^ 


max|5i| < Xd m , 


U 


|^| ^ Ad 


A = 


max 


J—1 


并且，对 i 一 j , Air\Aj = 0 . 概率 ’ 

P ( A ) = P ( Afl {|5 m | >( A - V 2) d m }) + P ( An {|5 m | <( A - y /2) d m }) 

m , r 

( P (\ s m \ ^( A - V2 ) d m ) +’[ P (^ n {|5 m | < (A — V2 ) d m }) 


注意， A m f \{\ S m \ < ( A - V 2) d m } = 0 . 对 1 W 《 m 有牟 nil^mi < ( A - V 2) d m } C 
Aj > y /2 d m }, 因为问 I > Xd m ,\ S m \ < ( X - V 2) d m} 得出 ISm - Sj ] > |5,-|- 

|5 m | > V 2 d m . 事件馬和 {{ Sm-Sjl > V 2 d m } 依赖于不同的独立随机变量组,所以 

m 

是相互独立的.利用切比雪夫 ( Chebyshev ) 不等式得到（考虑到 I ： P ( A ^) = P ( A )) : 

j = l 


m-1: 


2 


2. 


十 <T 


+ 


a 


» ♦ _ 


3 + 1 


P(A) < P (|5 m |^( A ^- V 2) d m ) +■ 52 p ( a j) 

j=i 

1 m_1 1 
彡 P (|5 m | ^( A - V 2) d m ) + P (木） 彡 P ( I 4 I 彡 （ A — V ^)^ m ) + 泛 P ㈤ ， 

由此可得所要的不等式 (20) ，•口 

§8. Prokhorov 定理（定理 8) 的 证明. 首先从有限维分布的弱收敛结果开始: 


m 


2(B 


1 


胪 n% ，…， tfc 




n — ^ oo , 




ly 


• 4 ■ 
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即根据⑼式需要验证对任意的 h ，…， tfc e [0， ll，fc > 1 (只是需‘0 < h < 




9W « * 


;1) 有 




( Sn ( ti ) r - , S n ( t k )) ^ ( WW )， …， W { t k )), 

1 ^ 1 ^ h p n- 4 

为此，对每个点匕 (j = 1, …， AO 和给定的 n , (在 §6 开始所引入的点 t n ^i 

当中）从左边找到最接近的点十\换句话说，设 g 

由于 Lindeberg 条件（参见附录3)，有 


( 21 ) 


n — > oo 


㈤ _ 




1， 


，爪 n 


max 


* • * 


2 


( 22 ) 


0, 


max 4 — 


n — oo , 


时有 


因此，当 

时有 


( t n> i — tn , ir ~ l ) 0. 从而，对毎个 = l ，.，.，/?， 当 


n — oo 


max 


n —> 00 


tj . 如果 tj 71 ) = t n ， i，l = G ( n )， 贝 lj 


3 


- S n (tj )| ^ |5Vi(t n ，Z + l) — ^n^n,/)! ^ \^n,l+l 


P 


时有依概率收敛 Snit ^ Snit ^) 


由于 （22) 式对任意的 j = l ， 

不难验证,利用定理1的1。，如果 Z n ， y n ， z 是取偉于 R fc 的随机向量，且 z n 


，&当 


0 


n — > 00 


• • • 




© 


P 


0 (即所有的分量依概率收敛于 0), 则 Z n + Y n 
这样,对证明 （21) 式只需要证 


Z.Yn 


Z 




Zn = 0^ D ， …，从 n ) 

_ 

I 

在我们所研究的情况，当 

coy ( S n ( t \ n) ), Snit ^)) = min ^ 1 )，# 71 )} — min ^,^}. 

因此，对在 （23) 式中的心和 Z 来说有 DZ n — DZ ， 即协方差矩阵按元素收敛.如果 

= ^n,lk'i 这里 G = G ( 几 ） E {1， ■ . . ， ?Tln} ， 则 = €n,l + ... 十 ^n,lk 5 

这里= 1,-- , k ( n ) 是取值于，的独立随机向量： 


(W ⑹， … ,W(t k )) 


(23) 


Z 




H ( i,j = 1，... ， fc ) 有 


n — > cx) 


卜) 


+ (^) _ 十 

b l — 6 n ， ii ， 


， 0 k 


S n ( t ^) 


X n , 


XnJi 

^ n,li 


0 


0 


Sn(tD 


x nA 




0 


+ 


+ 


+ 


+ 


a * 


㈣ ) 






^ n y h + l 


Xn , l k 


^Ttyll+l 




^ n,l 






利用每个向 量匕， i 的所有分量（除了一部分可能等于0以外)与 X n > i 重合， 由于 （16) 
式得到 


lh(n) 


m n 


E EU 


^ fc ^ E | X n)i 

i=l 


2 


2 


0 


dll >0 
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从而 Lindeberg 定理的所有条件都满足，因此有有限维分布收敛 （21) 式 
现在，利用定理7和引理3,验证分布族 { P n } n^l 的胎 紧性. 

因为&⑼= 0 ，n > 1所以定理7的条件1。满足. 

验证注1的条件 2". 固定 W . 设是从 
右边的点和从^彡 i /. iV 中相应点最左边的点 ， i = 1， 

a 

大的 n , 有 


f l )/ N 中相应点最 

AT , 由 （22) 式得到对足够 


t 




_ ■ 


1/以 d ] 彡 w ; 

⑴-心这时，有 


(24) 


V 


设 V： n 


■sup 

K〆 sup ⑴- 5 n (^j) + 4(0 - s n ((i - l)/N)\ 

啡 i ' Ki ] 

^ 2 sup \S n (t) — = 2 

对任意的 " > 0和所有的 i = 1，…， iV ， iV 彡1，有 


^ 一 


Snipn ， j) 一 


max 

w [ t (1 V 2) ] 

^ t n J 


(25) 




Pn，i = P(^n,i > i/) ^ P 


max 

考虑到引理 3 和等式 D (5 n (^) - =€! — #!， 得到 

Pn,i ^ 2 P ^n(^nj)| > 




(2) ^(1) 


t 


n,i 


n } i 


亡以 ， i 和❶如前所示. 


( 2 ) 


这里 \ = uf [2 


n ，2 


㈨ _ 


设 d = = t n ， ri ，ji = ji ( n)，ri 二 ri ( n ). 研究在第 n 个序列集合 J 

’ ’ 、 N 中带有号 Z 的量.假定处）= E = S n ( t ( ^) - 

M ”） 


% 


{I ： ji <1 ri},i = 1, 


• •毒 


S n ( t ^\). 这时由于 （24) 式和 （16) 式对任意的 " > 0有 


Xw 


< iVj ] E | X n)i 


2 


E e 

ie 入 ㈤ 

因此,根据一'维 Lindeberg 定理（即 fc = 1:参见§7的开始)，对 

任意的^ > 0,当所有 n > no ( e > ^ iV ) 时有 

^|>( A - x /2) VdS ^ 

这里 《〜 N (0,1). 在这里我们利用了在中心极限定理中分布函数的收敛性在整个数 
轴上是一致的（参见习题 12). 根据 （24) 式,对所有足够大的 n 和 i = 1，…， JV 得到 


0 , 


n oo 


i \ X n ^\> u / VN } 




>v 


⑴ 


DS 


1，…， y 和 


-P(|^| > A-\/ 2 )| <£/( 2iV), 


(26) 


P 
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A 彡 i ^ VN /( 2 V 2 ). 因此，如果 JV = N ( e , u ) 足够大,则利用 （ II .29), 得出估计 

^ P(iC|> A-v^) < e / 2 N . f 

由最后的不等式 ，（ 25 ) 式和（ 26 )式得出 EPn.i 

{ F n } n > l 的胎紧性成立.此外还有关系式 fi ) 式，于焉完成定理 8 的证明 .口 

，- 、」 J 

*• . _ 

• • 

§ 9 . 即将獪出，借助于所述的弱收敛理论可以证賭 i 瑝统计的一个核心锫巣 

- Kolmogorov (拟合优度),检验. , 

设 ••- 是独立具有同分布函数 尸 = F ( x ) 的实变量. 根据 ( L 34) 经验 
测度 FV 取 5 = (- oo , x ] ,得到经验分布函数 

n ; 

f = ^ 〉: 1( 一 oo ， x ] (☆( W ))， 


由于定理7和注1测度族 


< 6. 


n ^ 1, x eR . 


定理10 ( Kolmogorov )* 如果分布函数 F = F ( x ) 是连续的，则对所有的;2 > 

I 

时，有 


0,当 


n — ^ oo 


k+l-2k 2 z 2 


2 E (-1) 


y / n \( F n ( x , uj ) - F ( x ))\ ( 


K ( z ). (27) 


P 


1 - 


e 


sup 

— oo<x<oo 






fc=l 


证.利用代换 G = F inv (& y,i 彡 1 这里 F inv { t ) = infja : : F ( x ) [0，1]_ 它 

是函数 F = F ( x ) 的广义的反函数,（考虑到函数户的 i 续性)，可以将上面的情况转 

化为所有随机变量6, ••- 具有在[0, 1] 区间 上均匀 分希.这样，只需要对这样的随 
机变量证明，对所有的 z > 0有 


K { z ), 


•(28) 


P sup \ Y n ( t )\ 彡 


n ; — oo , 


这里 Y n { t ) = ^( F n ( t ) - t),t e [0,1], 

定义泛函 h ( xi )) 


x ( t ) l 自然而然地，证明 （28) 式的途径是先找出 y n ㈠ 


sup 

tG [0, l ] 




分布的弱极限，然后再利用定理 2. 证明的复杂性在于，随机过程有间断的轨道 
(它们是属于 Skorokhod 空间 D ([0,1])). 可是， （28) 式的证明也可以在前面所述的定 

理的框架中给出. 


设 ^( l )^(2) r -^( n ) 是根据…，^所进行的顺序统计量序列（或变量序列， 

变歹 •〗， Variational Series ) ,即对每个 . o ; 量 < i ( a ;), … ,^ n (^) 按照递增顺序排列 （ a . s . 所 

有的匕,…是不同的).设对每个 w 函数<^(*，0；),* e [0,1] 是连续随机折线，且 

+ 1这里《⑼ (0；) = 0，（( n + l ) ㈣ = 1. 这样，根 


具有节点 ( i/(n + l ),^ H),i = 0, 

据第一章定理7函数 G n (.， a ;) (参见图 16) 是空间 C ([0,1]) 中的随机元_注意， a-s 


，n 


有 


sup \ F n ( t ) — G n ( t)I ^ 

o^t^i 


n 
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B 为，对 f G [^(^《( i + i )^))， 有 F n ( t ^ uj ) = i / n y i = 0, 


， n . 


« * 攀 


n 


G n (t) 


n 




2 


«+l 


/ i+l 


n 


^(0)=0 吾⑴ 


(«) 


(«+ l ) 


(<+l) 


(0 


图 16 


设 Z n { t ) = ^{ G n { t ) - t),t 得出，以概率 1 有 


一 1/2 


sup 队⑴⑷ 

O ^ t^l 


n 


因此，随机变量 / i ( y n (0) 的极限分布将与随机变量 h ( z n (，)) 的极限分布相重合.于 

是定理的证明就导致需姜验证下面两个结论： 

1) 在 <7([0，1])中，当 

为过程 w°(t) = { W ( t ) - e [ 0 , 1 ]}, 这里 W = { W ( t),t G [ 0 , 1 ]} 是区间 [0,1] 

上的 Wiener 过程： 


时 Zn 三_，这里 W ◦是 Brown 桥， 即可以定义 


71 — 00 


I 卿 ) K 

第一个结论的证明是根据类似定理8的证明途径（“有限维分布的收敛性和胎 

紧性).相应的证明参见，例如， [2; 第2章， §13], 

我们来证明第二个结论. 

在 ( C ([0,1]),^( C ([0,1]))) 上定义(条件）概率测度族 

Q e = P(W(.)eCWl)e[-ie ])， 

引理 4. 如果 e 丨0则 Q e 泠 W 0 , 这里 W 0 是在 C ([0,1]) 中 Brown 桥的分布. 

证.由于定理1 (该定理,对指标为£>0的测度也是成立)，只需证 

lim sup Q £ ( F ) ^ P ( W ° e F ), 


K ( z ) 1 z ^ 0 


2) P 


z 


sup 




(29) 


£ > 0 


(30) 


eiO 


这里 F 是 ^( C [0,1]) 中的任意的闭集 

对任意的0 < h < 

W 0 ( l ). 事实上作为 Gauss 向量的线性变换，向量 （_ ⑹，… , W °( t k ), W ( l )) 具有 


4 ^ 1 ,/c G N , 向量 （ W 0 ⑹，… ， VF 0 ( tfc )) 不依赖于 


< 




144 


随机过程论 


Gauss 分布 • 除此之外， EW 0 ⑷研⑴ = EW ( t ) W ( l )- tEW 2 ( t ) = min 仏 1} — f = 0 ，亡 e 

[0,1] 且可以导出上面的独立性. 

这样,对任意的柱集 C G 激((7([0, 1])) 和任意的集 S e 激 (R), 有 

P(W°(.) g C7, W ⑴ G B ) = P ( W ° e C)P(iy(l) € B ) 

因为柱集构成代数，可产生 ^(C([0,1])), 则根据第一章引.理3,等式 （31) 成立 
对任意的集合 S e 激 (R) 和所有的集合 Ce 激((7([0,1]))，因此，对每个 e > 0有 

I 

P(VF°(.) G C|U^(1) e [-£,£]) = P(W°(0 € C ). 


(31) 


注意， 


外(叫)，妒(.)) 


sup \ W ( t ) - ( W { t ) - tW ( l ))\ = W ⑴， 


(32) 




te[o，i 


这里 p c 是在 C([0 ? 1]) 空间中的一致距离.现在取闭集 P e 激 (C([0，1])). 因为 

|M/(i)| < 5和 W(.) g F , 由于（幻）式有 


W ° eF 5 = {xe C([0,1]) •• p(x, F ) < 6 } 


这样对任意的 £ < 5 得至 |J 


P(w e F \\ w ( l )\ P ( W ° e Fqw ⑴ ^ e ) = P ( W ° e F 6 ), 


这意味着 


limsup Q e ( F ) ^ W °( F S ) 


ejO 


对不等式两边取 0 的极限，且考虑到门从而得到关系式 (30). 由此可 
得引理的结论. o 

注 2 .引理 4 指出, Brown 桥的分布自然地解释为条件 Wiener 过程的分布（在 

PT(1) = 0的条件下). 

_ 

根据⑼式有 W ° h - 1 ( B ) = P ( h ( W °) e B ). 除此之外 


5>0 


、 Q,h^(B) = P(VT(.) G /i-hB) 吖⑴ e h£,e]) = P(h(W) e 5|^(1) G [-e〆])， 

这里 Be 潘 ( R )， e >0，/ i (: r (.)) 


sup \x(t)lMx(^)e C([0,1]). 因此引理 4 和定理 2 

一 J 

给出,对那些 z ^ O 那里分布函数 P ( sup ^是连续的（即最多除去可数 




te [ o , i ] 


O ^ t^l 
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个2值)， 


W °( t )\ <： z ) = limQ e / i ' 1 ((- oo ,^]) 


P 


sup 


eiO 


P sup |W(t)|<z ， V^l)<e 

\ te [0, l ] 

p (剛 IO ) 

P I sup Wit) < 2, inf 研⑴ > —z,W(l) e [-e,e 

1 、 te[o,i] 


=lim 


e 丄 0 


te[o ， i] 


(33) 


=lim 


P (刚 €[-£，]) 

随机变量 inf W ( t ), sup W ⑴， W ⑴的联合分布己经知道（参见，本章补充和 

t €[0, l ] 

习题的定理 15). 进而可以找出公式 （33) 右边分子部分的 網率. 再除以概率 P ( W ( l ) e 
[- e ,6]), 取 e 丄0的极限，得到精确的极限函数，在 （27) 式中所定义的 K ( z ). 这个函 
数 K = K ( z ) 对所有的 z >0 是连续的.因此，结论 2) 成立.所以在 （33) 式中，对 

所有的 z > 0 收敛,于是完成了 Kolmogorov 定理的证明 ，口 

_ 

§10. 在这一节中，我们将讨论随机元的几乎必然 ( a . s .) (或者说几乎处处 ( a . e .)) 

收敛与弱收敛之间的关系. 

S 是距离空间.设 X , X n : n 4 S , 且对 n ^ l , X , X n e 多 I 激 ( S ). 如果当 

有^ X ,则由于⑹式，显然 Law ( X n ) => Law ( X),n — + oo . 相反，甚至于 

对定义在同一个概率空间上的实随机变量都不见得成立 .( 请举例).但是，在一定的 
意义下,相反的结论却成立,正如下面的定理所示. 


eiO 


吒[0，1] 


n — ^ oo 


时 


a . s . 


时有 Qn # Qoo, 


定理 11 ( Skorokhod ). 设 （ S ， p ) 是 Polish 空间，当 
这里 Q n (n G NU ( oo }) 是在 ^( R ) 上的概率测度.这时，存在概率空间 （ A 多， P ) 和 


n — oo 


S , X n G 多 I 溪 ( S)，n G N | J { oo } 使得对所有的 n G N | J { oo } 有 


随机元 D 

Law ( X n ) = Q n , 且当 


― > 


时 a . s _ 有 X n Xoo 


n —> oo 


证.首先构造 S 的一确定的可测分割系.对每个 k eN , 由于 S 的可分性存在 

_ 

以半径为2-0 +2) 的开集球族 G fc ， m ,m € N , 使得 \ JG k , m = S . 改变每个球的半径， 
从 2- ( fc + 2) 到 2-( fc +!) 之间，可以得到复盖 S 的开球备 B k ， m , 使得对所有 / c，m € N 和 

NU{oo } 有 Qn(dB k>m ) = 0 . 假设 D kA = B k ，u 对 m 彡 2D k ， m = 风，爪 \1] B k ^ 

r —1 

对每个 k eN , 集合 Bfc 

Qn ( dD k , m ) = 0 对所有的 n ，/ e ， m - 注意， dmmD = sup { p ( x ， y ) : x,y e D},D C S * 

引入集合 s iu ... yik = n (所有指标取自 N ). 它们构成了随着 fc 的增加变 

细一个套一个 s 的分割,&得 

1) 对（《1,…，4) ¥ ( ji ，•. 


n G 


N , 构成 S 的分割，且 diamI 4， m 彡 2 一 k ，m e N 和 


，m e 


， jfck 有民 

1，…， 4 f ] S h ，…， jfc 


= 0 ; 
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2) 对所有的 A ;， ii ， … • ，4 e N ， 有 S 

* 零 

J J 

3) 对所有的 fc ， h ，... ，4 GN ， 有 diam *^ ，…$ 2 - k ' 

4) 对所有的 fe , n , ••- ,4 € N,n G N ( J { oo }， 有 Qn ( dS iu ... jik ) = 0. 

在概率空间⑼多, P ) 上，这里 Q = [0,1),多=涿([0,1))， P 是 Lebesgue 测度 

(与通常一样,认为 a - 代数多是完全的)，为了简便将测度 mes (.) 写成| . |,构造要 

找的随机变量序列. 

对每个 n € N | J { oo } 和& € N , 考虑以半开区间 

△( n) • - [ a ^ n) 

怎1 ，…， U L 名1 

€ N 和 = (^(知， …， ij , 即 

[0,Qn(^l)), A^ n) = [Qn(^l),Qn(5l) + QnC5 2 )),* 


(n) 


名1，… Ak ” 


， u+ 


* 4 畢 


分割 [0,1)， 这里 % 




* # * 


A C ! n) = 


■ « 


用类似方法,把每个半开区间 Af 分割成更小半开区间 Ag (该更小半开区间序列 
从区间的左端点开始）等等，这样继续下去.一般地/第 A: 步，用4表示依次 
分割指标,最后以字典顺序得到区间 ' 


对 A: € N, 在每个非空集合 S iu …， ik 中选取一点 ^,..,4, 且对每个 n GNU(oo} 5 
在 = [0,1) 上定义函数 X ^( tu ) = x h ，…， ile ， 当 a; € ^ . (如桌 Q n ( Si u ... , i k ) = 0, 

则 =0 是区间具有 [ a , a ) 的形式，而不要求在那样的区间上定义函数).显 
然，对的 k，n 有 Xg e ^ mS ). 

注意,根据所构造分割的性质 2) 和3)，对任意的 uen 和所有的 k , n , m , 有 


一 k 


p ( X ^ X ^( co ))^2 


(34) 


由于 S 的完全性，对 a; G [0，l),iV e N[J{oo}, 存在 


X n ( u ;) = lim X ^( u ) 


(35) 


并且根据第一章引理5,对所有的 n e NU(oo} ^ X n e 多 I 潘 (S). 利用性质 4) 和定 

理1的3。，得到对所有的 Mi， … ，4GN 当 


时有 


n — oo 


Qn(^ii, ■•- ,i k ) = I■ ,za. I ~^ l^ix, ••- ,i fc l ,= Qoo(Si lr " ， i k ). 

因此，如果 Qoo ( S iu ... , ik ) > 0 (意味着 A ^ } . u ^ 0), 则对每个点 w e 
) 可以找到 Mca), 使得当 n > n k (w) W, ’ 有 y e 这时，对 

所研究的 w 得到 X ^{ u ) = X ^( uj ), 考虑到 （34) 式，对 n 彡叫…）有 

piXni ^ X ^ u ;)) < p ( X n H ， X ^( a ;)) + p (^( a ;), X ^( a ;)) 

+ p ( X ^( a ；) J X 00 ( a ;))^2 




- fc +1 
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△ ㈡ ., 


时有心⑼4 4(0；)，对 


显然，当 

区间的端点集.这时，由于第一章引理6有 Xoo e ^ ms ). 

只剩下验证，对 n e NU { oo } 有 Law ( X n ) = Q n . 根据构造，对所有的 


[0,1) 可能除去可数个形如 


U ) € 


n — ^ cx ) 


n , m ， 


， i 爪和 fc 〉？71， 


怎1， 


P (趑 e 〜，..，‘) = = Q 我， …，‘ ） 

h 

_ 

S 中的任意开集 G 可於考示成有限或可数个，不同 / b 和赵， 

并.事实上，(可数的) s iu .,, ik ( k , i u 

的拓扑基.这立刻由 [&; M 土章,§5定理 3] 得出，因为以任意点 xgS 为中心,任意 
长度为半径的球中，都可以找到基中的集合，它包含 rr 且完全在给出的球中. 

时取集合 Gn 丨 G ， 这里是由有限个 

所组成.这时,对每个，有平 eG )^ P ( X ^ G G n ) 考虑到 （3Q 式，有 

* . 1 
H 

limirif eG )^ liminf P ( X ^ G G N ) = Q n ( G N ), 

fe—►oo fc—►oo 

这样 ， lim inf P ( X ^ E G ) ^ Q n ( G ). 根据定理 1 的 2 。， 得出，对 nG N | J { oo } 当 fc 

时有 Law(X^) ^ Q n ； 但是，对所有的 n， 已证当 A; 

以当 fc 

h 

Q n , n G N|J{oo}. □ 

§11. 关于弱收敛的距:离化问题. 

是等度连续函数类，且/ ： S — ^ R, 具有 H/lloo = sup|/(x)| < C . 


(36) 


，4的集合知,…〜的 

，4 G N ) 的全体构成 y Polish 空间 （ S ， p ) 


* 


当 pj 


互不相交基中的集合 

L 


— 00 


m N 


- "" > 00 


有# — x n ， 所 

H (n e N ' Ufoo }) 有 Law ( X ^) Law ( X n )‘ 引理 1 给出 Lsw ( X n ) 


时 


— ^ OO 


a.s. 


— OO 






引理 5. 如果 （ Sj ) 是 Polish 空间，在涊 ( S ) 上， Q n > Q ， 则对任意的常数 


C >0, 有 


sup {|(/； Q n )-{/ ? Q )|：/ G ^ c } 

证 •如 Skorokhod 定理中所述（用 Q 和 X 来代替那里的 Qoo 和 Xqo ), 在某个 
概率空间⑴，多， P ) 上取随机元 X , X n , nGN . 与公式 （1.23) 相应的，要求验证 


(37) 


0 , 


71 — 00 


sup {| E /( X n )- E /( X )|:/ G ^ c } 

_ 

_ 

* 

由于等度连续性,对任意的 e > 0,可以找到 J J ⑷ > 0,使得 \ f ( x ) - f ( y )\ ^eM 
所有的/ e 贫 c , 和 U /， 那样 p ( x , y ) ^ 5. 这时,显然有 

mx n ) - E /( X )| ^ E\f(X n ) - nX)\l {p{Xn , XH5} + E\f(X n ) - f{X)\l { ( o ( X „, X )> 5 } 

^ e + 2 CP ( p ( X n , X ) >(5). 

■ <1 

注意, P 是连续函数，而 p ( X ny X ) 由于 S 的可分性，是实随机变量.既然, a . S . 忍4 X , 
则 a . s . — 0. 即有依概率收敛，因此，对任意的5 > 0,有 

P ( o ；: p ( X n ( co ), X ( u )) >6)^0, 当 


0 , 


71 — 00 


n ^ oo 
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引理证毕 .□ 

_ 

_ 

■ 

I 

以后总是设 （ S ， p ) 是 Polish 空间.对 B C S 和 e > 0,设护= {x e S : p ( x ? B ) < 

}，这里 〆 x , S ) = inf { p ( x , y),y € B }. 

■ 

定义 6. 被称作 Levy - Skorokhod 距离的是量 

tt(P,Q) = inf{£ > 0 : P(B) < Q(S £ )+5, Q(B) < P(B e ) +sM Be 涿 (S)}. (38) 

作为习题，不难验证 tt (.，0 满足距离的所有性质. 

定理 12. 收敛性 泠 Q(n — 00 ) 等价于 7 r ( Q n , Q ) 0 (n — > 00 ). 


£ 


). 这时，由于 （38) 式，对任意的 e > 0和闭 


证 •设 7 r ( Q n ， Q ) — 0( 

集 F C S 有 Qn(F) ^ Q{F £ ) + e 对所有的 n > n ⑷.因此，对任意的 

limsupQ n ( J F ) ^ Q ( F e ) +e •让 


71 — 00 


0,有 


£ > 


0和利用定理1的1°可得. 


£ — ^ 


设 Q n 今 Q . 在定理1的证明中引入的函数 Jf ㈠ 族 (这里 e > 0和尸是 S 中的 
闭集)，它们具有0 彡 /f (•)< 1和对所 有的工 ,2/ e S 有 |/ f ⑻ —/f ( KrVky ). 
因此，对每个 e > 0, 类私 ={/ f (-) ： S 中闭集 F } C 礼这里类滅 7 是在引理 5 中 
所述的.由 （37) 式得出，对任意的 e > 0,有 


△i e ) = sup{|{/, Q n ) - (/, Q) I : f e %} 

如果集合 F 是闭的和 s >0, 则考虑到 1 F (0 ^ /，(.）< li - H 和 Ai e) 的定义得到 

Q (俨） 彡 〈/f ， Q 〉 彡 〈/f ， Qn> - △》）彡 <1 f ， Qn 〉 - △?) = Qn ( F ) — A ( n e) 


(39) 


0 , 


n —> 00 


― > 


(40) 


注意，当 n 彡 n 0 ( s ) 时有 Af < r 在謂 S ) 中集合 S 的闭包问，由于（則式,对足 
够大的 n 有 


Q n ( B )^ Q n ([ B })^ Q ([ BY )^ e . 

_ 

如果改变 Q 和 Qn 的位置，同样类似的估计可以得到.因为，对任意的 e > 0有 

_ 

[BY C B 2e , 这就有不等式 7 r ( Q n , Q ) ^ 2 e 对所有足够大的 n . 这样，有 7 r ( Q n , Q ) — 

0 (n oo ). □ 


补充与习题 


代数上的测度有弱极限当且仅 
时有 x n ' X (这时，当 


1. 试证，定义在距离空间 ( S y p ), Borel 

当存在那样的元素 x G S 使得当 

^x n ^ 


G — 


肘有 


n — oo 


n ^ 00 


试证，定义在距离空间 （ S ， p)，Borel cr- 代数 溪 (S) 上测度 Q n ， Q 当且仅当对 
所有的实有界 Lipschitz 函数满足性质 （ 1 )， 即那样的函数/ : S — M 使得 


* 


和 L ( f ) = sup{|/(a:) - f ( y )\ / p ( x , y )} < 00, 


(41) 


ll/lloo =sup|/(a:)J < 


00 
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时，有 Q n => Q . 当 

由 Skorokhod 定理很容易得出（考虑关于 a . s . 收敛的情况）如果 S ‘= R , X n ^ X 

和 { X n ,n ^ 1} 一 致可积，则 EX n -> EX . 这结果对下面习题有用. 

3. 设函数/ : S — V ,这里 S,V . 是距离空间 （/ 的可测性不作要求）试验证，集 
合巧= { a ; :函数/在 ir 点处间断 } e 潑 ( S ). 试证， Q n =^ Q 当且仅当对任意的有 

界函数/ e 激 ( S )'| 潘 ( R ) 且 Q ( D f ) =0 的满足性质 （1), 1 

4 . 设 S 是具有欧氏距离的] R m 空间.如果对所有的函数 / e 即具有 

紧支撑无穷可微的函数，满足性质 （1) 是否有 Q „ 今 Q ? 

引理 6 ( Ulam ). 设 （ S , p ) 是 Polish 空间， Q 是在涊 ( S ) 上的测度.这时，对每 
个 B G 激 ( S ) 和任意的 £>0 存在紧集& c 丑使得 Q { B \ K £ ) < e . 


n — > co 


证,对 n e N , 由于可分性有 S = U B 1/ n ( y n ， m ) ，这里 B e ( y ) = {x E S . p ^ y ) 

m=l 

1， 2, … •，构 成 l / n _ 网（即对任意的 yeS 可以找到点 


< 


^}，而点 Vn^m 1 

P{y,Vn y m) < l/n), 对固定的 £>0 选取允使得 Q ( U Bl/n(yn.m) ) > 1 - 62^ 


使得 


2/n,m? 




n 


设艮 = D U B 1/ n ( y n ' m )‘ 这时，集合尽的闭包 [iy 有 

n=l m=l 


jn 


U U B l / n ( yn . m ) ^ ^>2- 打- 1 = 々 2 


Q ( S \[ Re }) < Q ( S \ i ? £ ) = Q 


集合阼]是紧集，因为在完全空间它是闭的和完全有界的 （ g 卩，对任意的& > 0存 

在 e — 网)； 例如， 2/ n — 网可以是点 2 / n , 

MF £ CB , 使得 Q ( B \ F e ) < e /2. 这时瓜=:炅 D [^ ] 是紧集，因为是闭集与紧集的 
交集，且 Q ( B \ K e ) < 


根据第一章引理4存在闭 




注意，对 S =奶来说,在引理6的证明中，[氏]处可以取足够大半径的闭球，但 
是在无穷维赋泛空间中.闭球不见得是紧的. 

弱收敛的定义 （1) 可以改变成对任意有限测度（不见得是概率 ). 与此有关的是 


习题 


5 •设 Q ， Q n ( n 彡 .1) 是在 （ S ， 激 ( S )) 上的有限测度.试证，如果在定理1中补充条 

时 Q n ( S ) Q ( S ), 则定理1依然成立. 

定义 7. 在可测空间 （ S , W ) 中，集合类爹 c 〆 称作测度的决定类 } 如果任意两 

个测度在 〆 上相等，则在沒上一定相等，设 S 是距离空.间.集合类 I c 涿 ( S ) 称作 
(弱）收敛的决定类，如果对任意的测度序列 Q , Ch , Q 2 ，…且对所有具有 Q ( dB ) 
的集合 B e 有 Q ( S ) — Q (5), 则 A 今 Q . 

试验证，（弱）收敛的决定类是测度的决定类.试解释为什么相反的结论不 


件，当 


0 
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成乂 


7. (与例1和习题6比较).试证，在 Polish 空间 JR °° 中赋予距离 


工 k — yk 


)) = E 2 


)，（ yn ， 


p [{ xi , x 2 , 


* * * 


1 + \xk — Vk \ ’ 


Borel a - 代数与柱集 a - 代数相箪合，而 Q n 今 Q(n — oo ) 当且仅当所有有限维分 

布弱收敛.换句话说，在中的柱集类同时是收敛的决定类也是测度的决定类. 

例2 (证明公式 ( IV .19)). 根据中心极限定理 Sn/^/n 之$ 〜 N (0, l),n ^ oo , 

从而，稂据定理2有 \ S n \/^ ^ e 賒此之>卜，因为7 = 2满足条件 （ III .53), 序列 
{\ S n \ jy / u} n ^i 是一致可积的 • 因此， E \ S n \/^ -> E |^| = y ^/ TT.n oo . 


对中随机向量 c ， 设 A 和_分别是它的分布函数和特征函数（参见，第 

章 §14). 在概率教程中证明了 


定理13 (参见，例如， [站； 第1卷， P .414]). 对在 R m 中的随机向量 
等价于下面的条件之一： 


1, 在函数々的每一连续点 x € R m JL F^ rt ( x ) ^ F ^( x ), 

2. 对每个 A G K TO ，当 


时，有 hW — 代(入).除此之外，如果对在 M m 


72 — OC 


中随机 向量^ 有收敛作 JA ) — ^( A ) 对所有的 A e R m . 这里，函数 p 在0 G 
点上连续，则对某个随机向量 


有 e 


《，且 o 抑 ㈠ 


—^ oo 


8 ( Cramer-Wold 方法).试证 ，在 （ IR W ，潔 ( R m )) 中 4 ' 当且仅当对每个非 

随机向量 a e 有 ( a ,^) ( a ，0, 这里 （.，.； (是， 中的数量积. 

这个习题告诉我们，研究在 M m 中随机向量的弱收敛如何转化为研究随机变量 

的弱收敛. 

与定理 13 有关，将在 （ R m ，满 ( R m )) 上测度的特征’函数概念自然推广到更一般 
的空间上.设 S 是实可分巴拿赫 ( Banach ) .空间， S * 是共轭空间（即 S 上线性连续泛 
函空间)，和沙 ( S ) 是激 ( S ) 上的概率测度组成的空间. 

定义 S . 被称作测度 Q G 少 ( S ) (或者随机元 X •• Q 

Law ( X ) = Q ) 的特征泛函是映射外： S 


S,X € ^| MS ), 且 


— > 


C ， 如下的公式给出 


= Eexp{i<X〆 〉}， 


这里 ( y ^) 表示线性泛函 F 作用于元素 yeS 的结果 

设贫是 S 中所有柱集的全体，即集合形如 


€ S : (( x , zl ) r - ，〈 x ，0) G B } 


第五章测度的弱收敛.不变原理 


151 


这里 B e 深(，)，<，"•， 

9 (与定理13比较).试验证，由嘗可以产生涿 ( S ). 试证，如果在少 ( S ) 中 

相反的，设逐点有 A 这里 <f : S * — C 和族 


e S' 


Qn ^ Q, 则逐点有 
{ Q n ,n 彡 1} 是胎紧的.这时,对某个 Q e. 夕 ( S ) 有# =外且有 Q n 今 Q . 

10. 对具有中值为0,方差为1的独立同分布随机变量序列的情况，借助于第三 




章定理13试证不变原理（定理 8). 

关于独立随机变量和的弱收敛结果序列的情况有下面结果. 


定理14 ( Doob ). 设对每个 t 取值于 R m 的过程 X = { X u t ^ 0} 具有独立增 

、 

量•如果 a_s. 过程的轨道连续，则过程 Y = { Y t = X t - X 0 ，t > 0 } 是 Gauss 的.这 
时，对0 < s 彡亡 < 00,有 


E ( X t ^ X s ) = M t — M s , D ( X t ^ X s ) 二 G t — G s , 

这里 ， M ： m +^ R m 和 G : M + -> R m 2 是连续函数. 

如果在这定理条件中， Xo 是有退化的分布，则过程本身是 Gauss 的.如果过程 
X 在区间 [ a, 6] 满足定理14的条件，则该结论对过程 {K = X t - X a ,t € [a, 6]} 成 
立 .( 只要引入过程X = X t+a 对 * G [0，卜- a ] 和元=為对 f > 6.) 证明定理 I 4 的 
技巧是够复杂的, 一 系列辅助性的结论,具有独立的意义,将放到附录3中. 

试验证，应用不变原理（定理 8) 可以找到泛函 sup W ( t ) 的分布.根据公式 

、 tG[0,l] 

(111.34)，这个分布与随机变量 |iy(i)l 的分布相重合.对该性质的另外一种证明是根 
据随机变量序列义以 = Xi/^i = 1, …， n , 构造随机折线 5 n (-), 这里 X l 5 X 2 ,..- 
独立同分布，且 P(Xi = -1) = P(Xi = 1) = 1/2. 

11 (与第三章推论1比较).试证对任意非负整数 j， 有 


(42) 


(43) 


P max S k > j ) = 2P(5 n > j) + P(S n = j )， 




这里 4 =0,私 = Xjl + … + Xfc，/b > 1, 而是如前所述的随机变量.注意， 
对每个 z > 0有 


/ \/^ ^ 


= P 


Sk 彡 jn 


P sup S n ( t ) 彡 

\ te [ o , i ) 


= P 


max 

O ^/ c^n 


max 

O ^ k^n 


[~^], 这里卜 1 是数的整数部 


这里， j n 是大于或等于 z ^ l 的最小整数，即 j 
分.利用中心极限定理，考虑到标准化和的分布函数一致收敛到标准正态分布函数， 




得到对任意的 Z > 0,有 


P ( S n > jn) = P ( S n / V ^ > 允 /v^) — P (《 > 为， 


(44) 


这里，卜 N( 0 ， 1 ) 
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一般情况下，分布函数的一致收敛常用的性质可表述如下. 

12. 设^之$这里彡1,实随机变量，且分布函数巧 ㈤ 在] R 上连续 


这时， 


sup \ F &i ( x ) - F ^( x )\ 

xeu 

‘为了由关系式 （ 43) 和 (44), 得到 （ III.34) 的结果 ，'该 结果是关于 Brown 运动在 

区间 [0,1] 上极大值分布的，还需要完成一个简单的 习题： 

13. 试证，在习题11前面所引入的两值随机变量 e N 和它们的和^ = 

• Xi + ■ ■ • + Xki fc 彡 1，有 


0 , 


71 — > 00 


max ?( S n = j ) ^ 0, 


n oo . 


3 


现在，转向比 ( IIL 34) 更一般的结果，求出随机变量 

sup W ⑷和 VF ⑴的联合分布. 

拓 [0,1] 

设 Xi , X 2 ,... 是独立同分布随机变量，且 P(Xi = -1) = P(Xi = 1) = 1/2, 5 o = 
0 ,^=Xi + ... + Xfc ，/ c > l . 设 

引入连续映射 L C ([0,1])-> E 3 , 


謐剛 ， M = 


m 


SkiM n = max Sk 

O^fc^n 


m 


mm 

O^fc^n 


"(斗 )) 


忠】 啪， sup 蚱) 〆 ⑴ 


te [ o , i ] 


由于定理2和8有 


(45) 


这里， S n ( t ), O ^ t^l 是具有节点 ( k / n , S k /^/ n ), fc = 0， 

M 的分布更复杂些，借助于 （45) 式的极限过渡建立起下面的结果（参见，例如， [2; 

P .113 〜 115]， [7; p ,18 〜 21]), 

定理 15. 对 a <0<6, a < r < s <6 和 f 〜 7 V (0, 1)，有 


的随机折线.与前面找 


,n 


P ( a < m^M < b,r < W ( l ) < S ) 

OO 

p ( r + 2k ( b - a ) <^<S + 2 k(b - a )) 


E 


P(26 — 5 + 2 k ( b - a ) <^<2 b-r + 2 k ( b - a )). 


k— — oo 


我们介绍关于具 有连续 轨道的随机过程分布 的相对紧性和弱收敛 的一些结果. 
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定理16 ( Prokhorov ; 参见，例如， [146; p ,259]) •设⑻ ( n 彡 1) 是取值 
于空间 C ( T , S ) 的随机元，这里 T 是紧集， S 是 Polish 空间. X㈧ 」 

程 X㈨ 的有限维分布弱收敛于过程 X{n oo ) 的有限维分布，和 

f 

limlim supE ( A ( X ( n )， <5)八 1) 二 0， 


X 当且仅当过 


510 


n—►oo 


这里 A ( X ^ n \ S ) 是随机函数 X ⑻的连续模. 


现在研究空间 C ( T , S ), 这里 S 是距离空间， r 是局部紧豪斯多夫 ( HausdorfF ) 空 
间，且满足第二可数公理（即在空间中存在可数基). c ( r , s ) 中赋予在紧集上一致收 

敛拓扑，引入距离 ' 


sup p { x ( t ), y ( t )) 

1+ sup p { x { t ), y { t)Y 

(X ⑷， i gT ) ?2 /= { y ( t ) y teT ) e C ( T ， S )， 而 T 可以表示成 


(x,y) = J2 2 

n=l 


(46) 


一 n 


Pc 


这里 


U K n , 其中是紧集，且 Kn C K n+U 


(47) 


n G N 


T = 


(n ) 项 


14. 试证,在上述的空间 C ( T ， S ) 中,^ X 当且仅当在 C ( K ， S ) 中 X 
对任意的紧集 ii ： c r ; 这里，意味着函数 Y = {Y u t e T} 压缩到函数 

Y 1K = {Y t ,t € K}. 

这个结果，习题 8 和定理8 —起导致下面的结论. 

15. 设…是空间中独立同分布随机向量，且 E 6 = 0, E ||6 || 

这里， HI 是欧氏范数.这时，过程 


K 


< OO, 


才) 




-1/2 


， t > 0, n e N, 


fc ^ n t 


依分布收敛于标准 


这里， [•] 是数的整数部分,在空间 C ([0, oo )， R m ) 中当 

维 Brown 运动乘以一个常数. 

16.设 X ( rt )， n 彡1是对每个 i G R d 取值于距离空间 S , 在炉上的连续过程.试 
证，在 C ( R d ， S ) 中，这些过程的分布是胎紧的，如果对某个常数 a ,/? > 0,有 


71—00 


^ \\t - s \\ a+(3 , G 


E 


这里， HI 是的某个范数. 

如上所述,研究在空间 C(T, S ) 上的弱收敛，同样也可以研究在 Skorokhod 空间 
P ([0，1]«) 和 D ([0, oo)«),g > 1的弱收敛.这些空间是由定义在[0,1]«和 [0, oo ) 9 上 

实值的函数，直在每一点是上连续，从下 （t 一 0) 极限存在（函数/在 g 维点亡= 
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01,.… , tq ) 从上极限，意味着，当 
取极限.类似地定义从下极限).如果该空间赋予特殊的距离，则可以构成 Polish 空 
间，其上还可以定义类似的连续模. 

与连续函数空间相比较, Skorokhod 空间具有以下的优势.在这个空间中接近不 
仅意味着函数在它的取值上得到“小的修改”，而且可以在时间变量 （ 上也得到“小 
的修改”（例如，函数 f x { t ) = 1卜， ㈣ ⑴和 f y ( t ) 二 lhoo ) ⑷，当 
上不接近,然而在空间 I ?上是接近的). 

与此方面有关的问题，可以参见[ 2 ]和[ 2 6]. 

与上述有关的，研究下面的粒子随机游动模型.设 y / a ) ， y 2 (a) ，…是独立同分布 
随机变量，且 


t , 对所有的 S 那样外 > 4,1= 1, 


S 




2/时，在空间 C 


P { Y } a) = - a ) = P ( y / a) = a ) = 1/2, 


设心 入)， 


是具有参数为 A > 0 的指数分布的独立随机 变量， 且对所有的 
a , A 随机变量序列 {% a ) } 和{從}是独立的.假设在时刻 rf 〕 g 

粒子的位置变换在 a 或 -a (在时刻 t = 0时,粒子在0处).准确地说,在时刻 4 A) 粒 
子的位置坐标等于 


(A) 


k = 1，2, 


E y } a ) ,这个状态保持在区间 [ r { k X) , 


(A) 


) 上，这样，粒子位置在 
时刻 f 被描述为随机过程 X t (a ' A) - E Yj a) ， f 彡0,这里, N x ( t ) = max { fc , ^ t } 

j^N x (t) ' 

(设 N\(0) = 0, Xq 1 '^ = 0). 根据第二章定理2,过程 JV = {Nx(t) : t > 0} 是 Poisson 


k+l 


过程 


17. 研究当 a — 0 和 A 


>0, 过程 X (a ， A ) 的有限维分 

布收敛（即参加量 a 是逐渐的减小而强度 A 逐渐的增加 _). 在空间 乃 ([0, oo )) 上过程 

X ( a ， A ) 是否弱收敛？ 


时，且 a 2 A 


注在本章中，所述的极限定理的证明方法是基于胎紧和有限维分布收敛的 
思想.这种方法能“很好的实施”只是当极限过程是相对简单的时候（例如，独立增 
量过程).在那些极限过程是比较复杂的时候（例如，扩散过程，马氏过程，鞅，半鞅)， 
更方便的是利用鞅方法（参见，例如，[26])，或者是借助于马氏半群工具的方法（参见， 

例如， [91]). 


关于过程分布的弱收敛的 Donsker - Prokhorov 不变原理以外,在随机过程起着 

重要作用的是 强不变原理， 它是研究不是过程分布的邻近性, 而 它的轨道的邻近性. 

设给定取值于 M (或者是甚至于某个 Banach 空间）独立（或者是某种 

这时，可以转化 为新的随机变量序列 
， 一般来说，是定义在另外的带有某个 Brown 运动灰 = { W { t ), t ^0} 的概 
率空间上，使得满足下面两个性质： Law (^!,^ 2) * ■ •) ~ Law (?? 1 ,7/2, • • •) 和当亡 


形式“弱相关”的）随机变量序列6,6, 


_ 


m2, 


时 
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有 


a.s 


- W ( t ) = o (_， 

k^t 

这里， / i 是某个非随机正函数.关系式 （48) 意味着,对 

得对 t > t D ( o ；, C ( a ;)), 有 


(48) 


eQ 存在 C ( u ) > 0,使 


a , s . oj 


-剛 ^ C ( u ) h ( t ) 


k^t 


代替 （48) 式坯可以研究关系式 


时 a . s ♦有 E ⑻ =0(5 ⑹， 


(49) 


当 t 


k(t 


这里 p 是非随机 


时有 E Vk - W ( t ) g ( t ) 


这意味着，当 t 


0 a _ s * a ; 6 


k^t 


函数 


现在介绍 一^个 与这方面问题有关的结果， 

定理 It (斯特拉森 ( Strassen ), [ 188 ]). 设 6 / 2 ,…是独立同分布随机变量, 
且 E^i = 0和 E 技= 1. 这时，关系式（ 4 9 )成立，且 

g ( t ) = ( tlnlnt ) 1 / 2 ， t > e . 

睿 

在 [188] 中给出这个定理的证明是基于 Skorokhod 表示（参见， ( III .78)). 得到 

(48) 式类型估计更有力的其他方法，称作 “ Wiener 方法”，它在科姆咯斯 ( Komlos ), 

马哲尔 ( Major ), 塔什纳迪 （ Tushnady ) 的 [152] 中找到 ■ 

注意，除了利用和 E %逼近 Wiener 过程，如 （(48) 式和（ 49 式 )), 还有借助于 

构造 Gauss 随机变量序的特别形式来逼近 [122]. 

由概率论教程可知,甚至于对实随机变 量来说 ，在研究渐’近问题时,正确选择什 
么样的 收敛的 形式是非常重要的.正如，根据中心极 嗶 定理对独立同分布的随机变 
量 Xfc , A : > 1，且具有中值为 0, 方差为1的，有 


时，这 


X ,当 


- 1/2 


E 為 

里 x 〜 叫0，1).同时，不难相信，不存在随机变量兄使得 


- 1/2 


E Xfc 二 y •(而 


也对依概率来说是无意义的 .） 与此相 


意味着，所研究的标准化和的极限，既对 
关的是讨论,在可测空间 ( 5, ^ ) ±—些形式概率测度的收敛性. 

这里的基本思想是：对函数/保证在这些或者其他函数类上可积泛函 </， Qn > 


a.s” 


和 (/, Q ) 之间定义其接近性. 

设 s 是 Polish 空间.设 b ( s , e ) 是空间由所有有界 ^ mm \- 可测函数/: 
M , 且赋予范数 || . 1 U . 设茨= 少⑸是 （ S » 上概率测度所组成的空间•利用 


S 



• 156 


随机过程论 


公式 


||P - Q || = sup {|(/ 7 P )-(/ ? Q)|:/g B ( S ? M ), ll / IU ^ l } 

h 

根据变差定义测度 P 和 Q e 少 ( S ) 之间的距离 || . II , 

18- 试验证, i >( P , Q ) = || P - Q |] 是在逆 ( S ) 上的距离，它的距离是在少 ( S ) 上一 
致收敛拓扑， 且定义邻域系， U ( Q ,6) = {P e ^ ： i /( Q , P ) < S }, 这里， Q e ^,<5 > 0, 
(关于拓扑空间可参见 [35; 第2章， §5]). 

19. 试证,对根据变差定义的距离有如下的 公式： I 1 P-QH =2 sup | P (^)- Q ( A )|. 




20. 设测度 P,Q e 淨，且 P 和 Q 相对于某个测度 A G ^是绝对连续的（那样 
的“控制”测度是存在的，例如只要取入 = (P + Q )/2). 用 p = dP / dA 和 

表不测度 P 和 Q 对测度 A 的拉东 （ Radon )- 尼科迪姆 ( Nikodym ) 导数.试证, 

IIP - QII = b-g||Li(A), 这里 ^( A ) - L ^ S ^. X ). 试验证， KP，QK 2,且等号成立 

仅当 P 丄 Q (测度相互奇异,即存在集合使得 P ( A ) = 1， 而 Q ( A ) = 0). 

21. 试证，是完全（备 .） 距离空间，如果 S 不 可数，则该空间不 是可分 
的.试问如果 S 是有限或可数时，空间（少 ( S ),1/) 的可分性又是如何 

利用变差定义的距离可以给出下列的关于二项分布概率逼近的 Poisson 定理 


dQ/dX 


Q 




? 


定理 18. 设这里义1， 

k=l 

Pk, P ( X k = 0) = I - Pk,0 < p k < l;k = . l ，， 

的 Poisson 随机变量，这时，对任意的 B e 激 ( R )， 有 


是独立随机变量，且 P ( X k = 1 ) = 


* _ 




设 K 是具有参数 A = p f i + - - + p n 


, n. 


擎 * 


\P(S n GB)-P(YeB)\^Tpl 


这个定理的证明可以在，例如， [192; p .39] 或 [85; 第1卷， p .87,479], 中找到，并 

给出了准确的估计. 

在附录中，经常用到下面的定理. 

定理 19 (谢费 ( Scheffe ); .参见，例如， [2 : p .30 q ]). 设 Q n ,n € N | J { oo } 是在 
可测空间上 （ S ,<) 的测度，使得，对在 ( S ,^) 上莱个 cr -有限测度 A , 有 Q n 《 A . 

设 a 耳有（依测度入） dQ n / d \ ^ dQ ^/ dX . 这时，依变屢收敛于 Qw 

与用变差定义的距离相关的是角 谷静夫 （ Kakutani )- 黑 林格 （ Hellinger ) -距 离, 

考虑到在习题20中的表示，定义为： 


、1/2 


(VP- v ® 2 办 


d(P-Q) = 


S 


22. 试验证， d ( P ， Q ) 是少 ( S ) 上的距离，它不依赖于测度 A 的选取. 


注意， 


d 2 ( P ， Q ) = l - i ?( l /2; P ， Q )， 
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这里，对 a € (0, 1), Helliger 积分由下面公式定义孖 ( a ; P ， Q ) = 〈 pV — a ， Q 〉. 

对利用距离唞 P ， Q ) 和 Helliger 积分的各种各样的应用，可参见，例如， [85; 第 I 

卷 ，第 III 章， §9,10]. 

定理20 ( Strassen ). 设 P , Q G 少⑸, 这里 S 是 Polish 空间.这时，对 Levy - 

Prokhorov 距离有下面的等式： 


tt ( P , Q ) = inf {£ > 0 : P ( F ) < Q ( F e ) + e , 对所有闭集 FcS } 


(50) 


23. 研究在 Polish 空间 S 上实有界 Lipschitz 函数组成的 Banach 空间 BL ， 赋 
予范数 \\f\\BL = ll/lloo + L(f), 参见 （41) 式.试证，函数 


| P - Q\\bl= sup { K /, P >-{/, Q )\： feBL , ||/||bl ^ 1} 


是少 ( S ) 上的距离，它的收敛性等价于弱收敛.此外，对任意的 P ? Qg 逆 ( S ) 有不等 


式 


|P - Q||^ l ^ 2 tt ( P ， Q )， / i (7 T ( P ， Q )) < IIP — Qll 


BL ， 


这里， /i(t) = 2t 2 /(t + 2),t ^ 0. 

定理 21 ( Strassen , 参见，例如， [27; p .59]). 设 （ S ， p ) 是 Polish 空间. Levy - 
Prokhorov 距离 tt 是对科范 （Ki Fan ) x 距离（依概率收敛的距离化）类’的最小距离， 


即 


7 r ( P , Q )= inf { X ( X , r )} 

这里，下确界取自所有的随机变量对 （ X , Y ) (每个对是给定在自己的概率空间 

(R 多， P)) 上，使得 Law(X) = P ， Law(Y) = Q ，且 


(51) 


X(X ， y) = inf{e > 0 : P { p ( x , Y )> e )< e } 


关系式 （51) 解释了辆合 ( coupling ) 方法的思想（换句话说，是“联结”的方法) 

对距离 tt ( P , Q ) 的估计,该距离是选取一对 (X Y ) 具有给定的边缘分布的随机元，使 
得 x 和 y 依概率在距离 P 下最近.关于一般耦合-方法的理论及其各种各样的应 

用可以参见小册子 [159, 190]. 

在独立随机变量和的中心极限定理中釆用不同的距离，以及随机模型的稳定性 

描述可参见小册子[27, 175]. 

值得注意的是,从距离的角度来研究随机过程理论是非常有利的.例如,在一个 

很宽的条件下，用这种办法在 Donsker - Prokhorov 不变原理中得到了对收敛速度的 

精确估计. 

假设， x n>i ( 

中都是独立的，有 EX n>i = 0, E | X m 


^ 1) 是非退化随机变量序列，且在每一行系列 

2. 将认为是标 


，对某个 
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准化的， 

i=l 

李雅普诺夫 ( Lyapunov ) 分数（如果没有标准化条件，则量是 L n 


E 这个量称作 


1 ,这里 


= D/ n ，i •设 L n ， 


s/2 


). 很容易看出， Lyapunov 条件当 


EX^IV 

\i—l 

导出 Lindeberg 条件 （18), 注意 ， Lindeberg 条件不仅是满足中心极限定理（参见，附 

录 3) 是充分的，如果和的各项 X # 满足 （22) 式,它也是必要的.利用“无穷小条 

件”（参见， po , p , 102 ])； 对每个 e > 0 有，当 


00 时有 


0,可以 


n — 


时有 


p(U X) 


(52) 


CL 


max 


没有假设 （52) 式,关于中心极限定理的充要条件，可以参见 [27, 851. 

定理 22 (博罗夫科夫 （ Borovkov )). 设序列独立中心化随机变量 X n ^ ir i = 
, m n ,n ^ 1,对某个 s 6 (2,3], 有 


1 


,n ^ 1 


同时，乙 DX n > i 二 l , n 彡 1. 这时，在定理8中所述随机折线 S n (-) 有如下的估计 


丌 ( IP „， W ) 彡 cL n> 


(53) 


这里 P n 是随机折线 S n (-) 的分布， W 是在 C ([0,1]) 中的 Wiener 测度, c 是某个乘积 
因子，不依赖于 n . 

这个结果的详细坪明以及参考文献和必要的补充知识可以在 [7 j 中找到（那里 
Araka 给出了例子，说明了估计式 （53) 式精确到选取的常数乘积因子 c ). 对 s = 3 
S [4] 中给出了证明. 

作为这一节的结尾,我们将涉及随机测度的问题. 

设 S 是具有第二可数公理的局部紧 Hausdorff 空间， M ( S ) 是在 Borel a — 代数 

激 ( S ) 上局部有限测度" = 〆 .）空间（即空间是由测庚所组成,.这些测鹰是在空间 S 
中有界集上是有限的)，赋予那样的拓扑，使得 


丌/ : M 


I— > 


对所有非负具有紧支槔的连续函数 / e d 是连续 映射. 

24. 试证， M ( S ；| 是 Polish 空间.注意如果凡 f 2 , … 是在中的稠密集,则函 


数 


= ^2 _ fc (|(/ fc ,/ i ) - 〈/ fc ，">| 八 1)， M， V e M ( S ), 
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距离化引入的拓扑.这样，在潘 ( M ( S )) 上可以看作由映射 7 r f JeCi 所产生的（即 

是相对于它，所有这些映射是可测的，所产生的最小 C 7- 代数)，也可以看作由映射 

对 # e S M ， 其中 "G M ( S ), S M = {B € M : = 0}, W ^ 是空 

间 s ■中有界子集的全体所产生的. 

定义 9. 设在给定的概率空间 （ a 多, P ) 上引入上面所述的局部有限测度空间 

M ( S ). 多 I 激 ( M ( S ))- 可测映射 M ( S ) 称 作随机测度.（随机）点过程 被定义 

为随机测度只是取值于子集 N(S)c M ( S ) (由相对于引入的拓扑是闭的)，它是由取 
值是整数的随机测度所组成. 




是在具有第二可数公理的局部紧 Hausdorff 空间 S 上的随 


25•设 

机测度.试证,下面三个条件是等价的: 




• 鲁 « 


时有 


1. 当 




M ， 


2. 对所有的 / € 屯，有〈/，~> ' (/, m ) ( n - oo ), 

3. 对 B l 7 B 2 , … e e N , 有（/^(执)，… ^ n ( B k )) 

M(B fc )) 这里 Sf , = { BG ^ r ： ji ( dB ) = 0 a.s.}. 

关于测度的弱收敛和随机过程的各种各样的逼近理论可以参考如下图书或文章: 

_ 

■ 

[2, 65, 71，97, 98, 105, 109, 117, 168, 172, 193], 


("(执）， …， 


第六章 


马尔可夫过程.离散与连续时间 


内容摘要：马尔可夫 (Markov) 过程（马氏过程、马程）的等价定义，取值于独立 
增量过輕的马氏性 • 例予_ Markov 链（马氏链、马链)，通过初始分布及转移概率构造 
Markov 链.作为 Markov 链的泊松 （Poisson) :过程. Markov 过程的转移函数.寻求 
d - 维 Brown 运动的转移函数. Markov 过程的有限维分布，它们通过初始分布及转移 
概率的表示.时齐 Markov 过程 （时 齐马氏过程、时齐马程，齐次马程) • 时齐 Markov 
链的遍历性定理.一些推论.不变 测度. 随机半群 ( P ( t )) i > 0 的无穷小矩阵 Q . 柯尔莫 
戈洛夫 (Kolmogorov) 向后、向前徵分方程组.作为 Q* 矩阵的特征向量的平稳分布_ 
埃尔郎 (Erlang) 公式，诱导出这些公式的群众服务系统的 模型. 


§ 1 . 作为所有发展起来的“马氏过程”理论基础是 Markov 的卓越思想，它是 
找出一类随机过程，它随时 间的演 化可以描述成如下的 形式： 时间 t 以后的过程的行 
为并不由 t 以前的所有时间所 决定，而仅仅是依赖于过程在时刻 t 的值.这恰好与描 
述“粒子”在经典物理中的运动很相似，时刻 t 以后行为，只是由它现在的位置（坐 
标）和在时刻 i 的速度所决定.如果时间是离散的 （t = 0,1,2,…)，则所述的特点就 
更加明显：被研究对象状态是一步一步的改变,组成一个序列，这里每一步都只由前 
一步状态所决定.也正因为如此才产生了马氏链的概念，它是后来所进行各式各样 
推广的一个基础. 

马氏性的概念有一系列的等价定义，其中一些推广将在补充与习题中. 

I 

本章各处作为规定，都假设 X = { X u teT } 是定义在某个滤化的（完全的）概 

率空间 （ fl ， 多'，(馬) * eT ， P ) 上（即是扩充了概率为0事件类的滤基）的随机过程,且 
对每个 teTcR 取 值于可 测空间 （ S t ，涿) . 
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定义 1. 过程 X 相对于滤基 (麥 t ) teT 是适应的，称作 马氏的 （关于这个滤基和 
测度 P )， 如果对每个 S € 了和任意的事件 C G = a{X u ,u ^s,ueT} 几乎处处 


有 


( 1 ) 


P(C\^s) = P(C\X S ) 


注意， P ( A |^) = E (1 a \^), P ( A \ V ) = E (: u | a { r /})， 这里 A e 多， a — 代数 W C 

^,77 是概率空间 （ n , 多, P ) 上的随机元. 

如果，对某个滤基，该过程 X 相对于它是适应的，满足关系式 （1), 则显然相对 
于自然 a — 代数族 = (^ s x ) seT , 这里 # = cr { Xu,u ^ S) u eT },5 eT , 关系式 
(1) 也成立.集合来自 <1- 代数多 f 和多& 相应的直观含义是事件是由过程 X 的 
过去”和“将来”所产生的（相对于固定了 “现在”肘刻 s ). —般地说“ X 是马氏过 
程”，作为规定，就意味着是相对于自然 a - 代数流说的. 

在阅读本章之前，最好是熟悉一下在 [85] 中的第八章，那里研究了具有离散时 
间 （T = Z +) 和离散状态空间的马氏链，并对这样的链的状态进行了分类，因此，在 
本书中将不再详细介绍这些结果.但是熟悉这些结果,对掌握下面的内容并不是完全 
必要的. 




在初学第六章的时候，应该掌握在§2〜§5中马氏过程的各种不同定义（不要求 
掌握这些定义的等价性证明).要对§6中的例子给予一定的重视，随后要特别关注 
§7 〜 §9中的离散和连续时间马氏链的内容.对于应用有着重要意义的是在§13中的 
遍历性定理（为理解它，需要知道§12中给出的时齐马氏链的定义)，还有它的一些 

简单推论 (§14). 此外，希望关注 Kolmogorov 的向前、向后方程组 (§17), 即使是对 

有限状态空间（参见 §18), 


§ 2 . 首先注意，由独立实随机变量 x t ， 其中 t e r 所组成的任意过程 x 是马 

氏过程（由§5中所证的定理2立刻可得到).此外，条件 （1) 使人联想起了鞅的定 
义，最好弄清楚在这两个定义之间有什么共同点和区别.下面为了构造例子，我们还 

需要一些辅助性结果. 

_ 

、 引理 1 . 随机过程 x 是马氏的当且仅当对每个 ser 和任意多激 ( R ) -有 
界可测函数 — M ， 有 


⑵ 


E ( F | J ? S ) - E ( F \ X S ) 

证. 显然，当 Pb = l c ，C € 多&时 ，⑴式是⑶式的特殊情况.现证由⑴式 

导出⑶式.利用条件数学期望的线性性 10 ，对“简单函数” 这 

1 

里 a i eR , C i e^ s .i = ir - . q 可得⑵式成立， 

• • 

_ 

E(a^ + f3C\^) = aE(^j^) + /3E(<|W )， a ， s ，对 ct ， 々 € M 和 cr— 代数 * c/ C 多，如果 E|f| < oc ? E|C| < 
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由关系式 （1.4) 得到，任意的有界可测函数 h ： n^R (对某个常数丑 > 0 

2 一 1 

有 sup |/ l ( w )| <丑）是可测“简单函数” h n = r n , k ^ D ntk : 的一致收敛的极 

k=-2 ri ’ 

限，这里 | r n , fc | ^ H ， D n ， k e^,k = -2' … ,2^-1, 而集合 D Uyk 对每个 n G N 构成 
ft 的 分割. 于是有 sup |/ l n ( u ；)| < 丑和 




(3) 


sup \ h n { u ) - h ( oo )\ ^ 2 _n ， 


因此，对任意的 a - 代数 f c 多有 


\ E ( h n \ je )- E ( h \ J ^)\ ^ E (\ h n - h \\ Jif ) ^ 2 -' 


n G N 


= ^ $ , 然后龙 = a { X s }, 可以看出⑴式 _ 出⑶式.注意，如果 

( neN ) 则考虑到概率空间是完全的， 


还有 Cn = Cn 


Cn — C a _ s . 和 Cn — C 


a.s 


a , s ” 


于是有 （=c 




a , s . 


对前面引入的过程 x = { X u t G T } 和集合 U CT 定义随机变量全体爹 ( c /)， 
它们的元素是有限个，形如 g f Si ( X si ) 函数的线性组合，这里 / s , : S 

界可测函数（变化的是 m , F^Sk e U 和函数 / Sfc ), k = 1, 

随机变量 € G ^( C /), 且 旧彡丑 

a x ( U )= a { X t , teU} ) U CT . 


M 是有 


用 ^ h ( U ) 表示 

的全体，这里，常数丑 > 0,集合 C 7 C 设 


， m . 


« » 華 


a*s* 


引理 2. 设实随机变量 h 是 < T X ( U )— 可测 的 （U C T ), 且对某个常数 H >0, 

这时，可以作为 ^ h ( U ) 中随机变量序列的 


板限和在空间 


t \ h \ ^ H 
L X ( H , F , P ) 中收敛的极限 


St-S- 




’ 


Tl -i 

E 


{ X u t G u }, 如同在引理 1 证明中所取的函数 A 

m , 这里代数 y 是由形如 l 二 { 


^ n,fe 


<7 


fc=™2 


l Dn> ,, 对它来说 （3) 式成立.注意， W 二 

, X Sm ) G C } 的集合所组成，这里 


UJ : 


Q 


C 二 U(A>< … xC 叨)， 


⑷ 


U.Cij G ，且求和的“矩形”是不相交的 i = 1, : ■ , m,j 




e 


Slj * 


m,g € N 


对每个 e > 0 和任意的 D e 必根据第一章引理3,可以选取 L e €^ 使得 
P ( DAL e ) < £. 因此，对每个 n 彡1和所有的 fc = -2' …， 2^-1 和任意的 Q G (0, 1) 


2 


设 h 


—n — 1 


可以找到集合 L n ， fc €义，使得 P ( D n ^ k AL nik ) < e n 2 


k^—2 71 
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这时（所有 \ r n ^ k \^ H ) 有 


2 


E|"n - I ^1^(1/) 

fc=-2 r, 

2 Tl - 1 

> : ^ H £ n . 
—2 M 


^ n \ h 


n , k 


⑸ 


转化为不交的集合 L 


= L 


n^—2 1 


— n 


fc-i 


Ij 〜，对 ^ 


—2 n + l, … ，2 


LnM = L n 




k 


j 二 一 2” 


2"_1 

^ r n，kl 

k=-2 n 

E |々 n - h n \ < 4 Hs n 2 

EI h — fifi I ^ EI — hji j H ~ E hfi — h^i ~\~ E h^i — hn j ^ 2 


€ N . 这时，对所有的 n G N 有|、| < 丑.除此之外, 
e N . 因此,对每个 n ， 有 


设 "n 


，n 


L 


Tfr , A- 


n 


，n 


+ ^(l + 2 n+2 ). 

时有〜 2。—0. 这时，在空间中当 


— 71 


时有 


选取、使得当 

hn ~ > h * 


n — oa 


n oo 


如果序列收敛，则它依概率收敛,这意味着,存在子序列（例如 { h nk }) ^ 收敛. 
注意,对前面所引入的集合 Li 义，那里 (7 由⑷式给出，有 


Q 


i L M-^i Cl ,(x Sl M) 

j=l 

这样，量是对应着 a.s. 收敛子序列 {n fc }, 而极限不变.这就是所求的. 

§3. 前面假设过程 X = { X u t e T } 对每个 i e r 取值于任意的可测空间 
(S t , 鐵 ). 现在给出对取值于 Borel 空间过程的马氏性准则. 

定理 1 .设 （ S t , 瑪 ) 是 Borel 空间族.随机过程 X 是马氏的当且仅当对每 
^ s ^ t ( s y teT ) 和任意有 界與 - 可测函数 /:S 

E (/( 不)|見） = E (/( JQ)pQ 


， . i ^ n ；, (^ m M ). 


⑹ 




R 有 


⑺ 


最 后的关系式等价于，对所有 Bg 潘 t 有 


⑻ 


P ( X t eB \^ s ) = P ( X t eB \ X s ). 


证.显然由 （2) 式可以导出 （7) 式.设满足 （7) 式.首先验证， （2) 式对如下形 

式的函数 F 成立， 


n 


^Ylfx(Xu), 


⑼ 


F 
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这里，取任意 l ， s 认 < … < t n (s 和所有的匕 G T ) 和任意有界 溪 ti — 可测函 

数 fi .. S ti = 1,…， n ). 对此利用数学归纳法.设 n 彡2 (公式⑺对于 n = 1), 
根据条伴数学期望和关系式 （7) 得到 


E(i^A) = E(E(P| 八一 JI 晃） 

= ECMX “ ） … 九(九 
=E(/i(X tl )..- /n -1 (X t n „ 2 ) E (/ n (X t?l ) I ^ ri _ x ) I ) 


这里 7 n - l ( X t _ l )= / n - KUECfnWJIU . 现在我们利用测度论中的一个结 

果： 如果$是实随机变量，且 E 旧 < 00 , 77 是取值于 Borel 空间 (S,^) 的随机元，则 


m \ v ) =咖)， 


( 10 ) 


这里，函数# : S — 风是涿-可测的（请证明，或参见， [85; 第一卷， p .219]， 在那里 

是实随机变量).除此之外，考虑到如果旧 < 丑则 ieki^i ^ h. 注意，这里的等式 
或不等式都是指以概率 i 满足. 

类似的，因为 cr { X 5 } C 则 




E(F|Xs) = ECMX ti ) … 


于是对 （9) 式形式的函数 F 可得关系式（2)，进一步来说，对它的线性组合也对， 

在引理2中取集合 y = [ S , 00) fir , 即 ax(U) = ^ >s 和有界函数 h = F e 

激 ( M ) 得到， 


’E|E(F| 見）- E ( h n \^ s )\ ^ E(E|F- h n \\^ s ) = E\F ^ h n l 

E|E(F|X 5 )-E(^ n |X 5 )K E|F-^| ? 


这里， /U 讀 H (U)，n e N 和 |F| < 丑.因此，存在子序列 {n fc }, 使得当 k 
E(h nk \^ s ) E(F\^ S ) 

的函数尸)，对所有的 n e N 有 E ( h n \^ s ) = ^( h n \ X s ) 


时有 


— 00 

% 


和 E(h nk \x s ) ^ E(F\X S ) a.s. 根据已证（对形如⑼式 

从而在一般情况下 （ 2 ) 式 


a.s 


a.s 


成立 


(7) 式和 （8) 式的等价性的验证完全类似引理1的证明 

注 1 . 如果参数集合 r = z + (= { o , 1,… •}), 则在定理1的条件⑺和⑻中只 

需取 t = S + 1 , 5 6 Z + • 




§4. 已证的定理 1, 对鞅和马氏过程的定义给出了一个如下面形式的比较.下 

面对参数集 TCM , 一般来说,并不作离散的要求. 
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推论1, 实马氏过程 （相 对于某个滤基 (^ t ) ter ) X = { X u t e T } 是鞅 （石， 

^ f ) tGT 当且仅当 


(11) 


£\ X t \ < 00 和 E ( A | X S ) =尤，对 s 彡 t ( s , teT ). 

证，对 n > 1首先取函数 /(： r ) = a : ■ l { \ x \^ n } ,代入到关系式⑺，然后让 

取极限（参见， [85; 第2卷, p .299]). 于是结论就自然而然成立.口 

§5. 再给出一个验证过程（取傳于 Borel 空间）相对于 S 然代数的马氏性 

的方便公式. # 

_ 

定理 2. 过程 X = { X t ,t e T }, 对每个 t e 了取值于 Borel 空间 （ S t ，風）的马 

_ 

氏性等价于下面性质：对任意的 m 彡1和所有的 h < 4 * * < s m < s (t ( s ， t 和所有 
的 & e r ), 对任意有界 键 t — 可测函数/有 

E(/(X t )|X Sl! ... E(/(X t )|X s ). 

最后的关系式等价于对任意的集合 b e 减有 

P ( X t e s | X Sl ， … , x Srn 1 X $ ) = P ( X t e B \ X S ). 


n oo 


( 12 ) 


(13) 


证.设满足性质 （7). 这时， 


X 5ml X 5 ) = E(E(/(X t )|^ s x )|X 5l , 

E ( E ( f ( X t )\ X s )\ X Sl r 


_ 人 ，及） 

, X SrnJ X $ ) = E ( f ( X t )\ X s ), 


Hf ( X t )\X 


t ■ 


51 ， 




即有性质 (12). 

设 （12) 式成立.随机变量 E (/( X t )| X s ) 是 a { X s }- 可测，从而， 多 可测.因 
此,为了证明⑺式只需证,对任意的 A G 多，，有 

■ 

ElAE (/( X t )| X 5 ) = ei A f ( Xt ) 

根据 （12) 式,对包含在代数（它生成 <7 - 代数多 f ) 中事件隼最后的等式成立，其 

中集合 >1 = {( X Sl ，- * * , X Sfn , X s ) E C }, 这里 

C 6 ^Si ® ® 潔 Sm ⑧溪 S ， 5 l < 

该代数是个 7 T - 系，而所有满足关系式 （14) 的集合 A 全体，显然组成 A - 系：因此， 

根据单调类定理（第一章定理 1) 结论得证. 

类似引理1的证明，可以得到（1幻式和（ I 3 )式的等价性 .口 

例子.独立增量过程在取值于空间 M d 的马氏过程类当中起着一种特殊作 
用（形式相对简单). 独立增量 保证了这些过程的马氏性. 


(14) 


m ^ 1 


< 沒 m < S ， 


* « • 


暑 
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定理 3. 设 X = { X u teT } 是取值于空间 R d (d ^ 1) 的独立增量过程，这时， 

X 是马氏过程（相对于自然 a - 代数). 

证.由于是随机向量的非退化线性变换,所以 


a { 及 m …^ ^Srr,} ^t} — 4 足 i ，^ 2 — Xs ”. 

不难验证（例如,利用引理 2), 如果 f 和 < 是分别取值于 M fc 和衂的独立随机向量， 

而函数 g \ R k xR l 是有界 Borel 函数（即激 ( R fc+i )| 激 ( R )- 可测映射)，则 




eM 1 


^( g (^ C)K = y ) =' 


( 15 ) 


y 


(< f ( y ) = E ( z /|( = 2 /) 意味着作为 E ( i /| C ) 可以取 p ( C )， 参见 (10)). 

注意，对 0 彡 Si < …< s m < t < w (T 中的点）和有界遛涊 ( R )- 可测函 


数/有 


m +1 


/ K + ^2 ◊ 1 0 , 


E(/(X u )|X Sl ,--.,X Srri ,X t ) = E 


， Cm +1 ] ， 


_ * 


这里 G =义。， c 2 =叉的， • •. ， U = h Cm +1 = X t _ x 3rn ^ = x u - x t 

因此，对所有的 yi ， 


eM ' 有 


， Vm +1 


m+1 


m+l 


m+1 


/^+ECiJ ci = 

这里 4 是（有界） Borel 函数，很容易验证这等式对“简单函数”成立.在引理1中, 
对每个固定的 r 对 a ; e 可用“简单函数”一致地逼近函数+ x ). (为此，借 

助于单调类定理可以验证对每个召 e 3 §{ R d ), P (<^ -\-x e B ) 是关于: E Borel 函数.然 

后再利用第一章引理 5.) 

这样, P - a . s . 有 


E / U+E 


妒 ， 


E 


， Cm+l = Vm+1 


Vir 


Vi 




m+1 


, x Srn 1 x t ) = ^\ Y,Ci 


E(f(X u )\X Sl 


剩下只需注意有 


m+1 


m+1 


/ U+Eo Eo 


E(f(X u )\X t ) = E 


m+1 


m+1 


f U+EM C ： L， …， Cm E ^ 


=E I E 


m+1 


m+1 


m+1 




□ 


= E 
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推论 2. 部分和过程； =心+， … ，+4 n ，n>0 ( 这里 心，6, …是取值于的 

独立随机向量)，在中的 Poisson 过程和 Brown 运动是马氏过程. 

部分和过程的自然推广将在下面的例子中给出. 

例 1. 设在概率空间（％多， p) 上给定取值于 w 的独立随机向量…和 
与它们独立的随机向量 x 0 ： n ^ 假设 


^ n+l = 怠 n +1 (义打， ^ n +1)， 71 > 0， 

这里 Borel 函数 、 : R m xR d ^ R m . 这时X = { X n , n 彡 0} 是马氏过程 ■ 

为了验证这个结论，我们利用注 1. 对任意的 n 彡0,有界 Borel 函数/ : 

由于 （15) 式有 


(16) 


R 




和所有的 


3^0 ， 


E(/(X n+1 )|X 0 = x 0 , 


，又 n 


= E(/(/i n +i$ n +i))|_X "。 = 邱， • 

=E(/(/i n+ i(x n ,^ n+ i))) ^ g ( x n ). 


类似地有 


E ( f ( X n +1 )\ X n ^ x n )^ g ( X n ), 

由此可得所求的结果.注意,这个例子在一定的意义下具有一般性.(参见习题 19). 

更广泛的一类马氏过程是由随机微分方程的解给出（参见第八章 §18). 


§7. 研究一种非常重要的情况，即当每个 teTcR 马氏过程取值于同一个集 
合 S， 该集合称作 相空间 或者状 态空间 （严格地说,对所有的 f e T, 假设 ( S t ,^ t ) = 
(S, 均， 这里 (S,^) 是某个可测空间). 

首先设马氏过程的相空间 S 是离散的，即由有限个或可数个（标有序鲁）点所 
组成.我们将认为点 x, e S 与它的序号 i 是等同的，这样， i 就取遍了有限集合 
{0,1, ••- ,r}, 或是可数集合 NLK 0}. 设激是所有 S 的子集所组成的集合.空间 

(S, 琢）是 Polish 的，如果引入了距离是：若土 # ^/则 p ( x , y ) = 1和 p { x , x ) = 0. 这里 

x , yeS . 注意 ，对 “离散”情况,任意的函数 S — M 都是潑-可测的. 

定义 2. 具有离散状态空间的马氏过 程称作 马氏链 （对 离散 也对连续时间的). 
下面将进一步研究这种情 况的马氏性. 

设 W 表示由 D 上分割集合冷所产生的 a- 代数，这里 j G J,«7 是有限或可 
数集（对 i — 孓 U 冯二 A 卓 A 冷二 0). 如果€是随机变量，且 E|C| < 00,则在分割 

jeJ 

的集合木, P(Aj) > 0上的条件数学期望 E ⑷〆）= ERIOM 有如下形式 

p(^y , 


E^K)M 




(17) 
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如果 P ( A ^) = 0,则对每个 w e 冯可以假设 E ( CK )( w ) 取任意值％•在〈17)式中取 
^ = 1 b 得到 


p ( B \^)( u ；) = p ( sn 冯) / p ㈧ )，对 


eA j ) P ( A j )>0 


UJ 


对所研究的过程 X = {X u t € T} 来说，任意取点 h, …， t n G T, a- 代数 

G {^t! 1 * • * ， X tn } 是由形如 { 石 1 = ju … ? Xt n — jn} 的事件分割空间 D 所产生的， 
这里九 … ,in€S. 

考虑到 （13) 式可得，过程 X = { X *， hT } 是马氏链当且仅当对任意的1, 
所有的点 Si < _ • • < Sm < s ^ t ( T 中的）和任意的 jAi ， ， "G S 成立下式： 


P ( J \^ = j \ x si = h , … = irn^s = i ) = P ( X t = j \ X s — i ) 


(18) 


(S P ( X 51 = u , 

设 s s = { ies : p(Xs = i )^ o}jGr 


，兄 m = im ， X s = i ) ¥ 0 时) 


定义 3. 被称作马氏链的转移概率的是函数 


Pij(s,t) = P ( X t = j \ X s = i ), 


(19) 


这里 ， s < t { s,t e T),i e S 5 ,y g S t 


由定义很容易得到，函数 Vij ^ t ) 满足 条件： 

1) 对任意的 i e S 3 J e S t 和 s 彡 t ， s ，（ e T 7 ; 有 Pij ( s , t ) ^ 0- 

2) 对任意的 i G S s 和 s t s，f e T ; 有 E 

3) 对任意的 € U G S * 和 s € t ; Pij(s,s) = Sij , 这里％是克罗内克 

( Kronecker ) 函数. 

4) 对任意的 i e S s ,j e S t 和所有的 s ( s , w，t e r); 有 


Pij { s , t ) = ^2 Pik ( s , u ) p kj ( u , t ) 


( 20 ) 


fees 


事实上，条件 1)~3) 是显然的，验证 4 )，有时称其为马 尔可夫 （ Markov ) 方程, 
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(考虑到 （18) 式）可以由下面形式 导出: 


P ( X t = j , X $ = i ) 

P ( X S = i ) 
P ( X t = j , X u = k , X s = i ) 

P ( X S = T ) 


Pij{s,t) = P ( X t = j \ X s = i )= 


-E 


k 


P ( X u = k ， X s = i ) 

P ( X S = i ) 


Y 1 P ( X t = j \ X u = k , X s = i ) 

fc:P(X„ =k } X s =i)^0 

= J2 P ( X t= 0\ X u = ^) - P ( 及 =A;|X a = i) 


kes 


( 21 ) 


fcGS 


注 2. 从定义在所有的 s < t ( s,t e T)J e S s J e S t 的函数 Pij ( s ， t ) 出发 ，可 • 

€ S . 为此，只需要假设对所有的 


以进行延拓到 s < t ( s,t e T ), 和对所有的 

% € S s J € S* 有 Pij(s,t) = 0, 而对所有的 i 佘 S s , j € S 有 Pij{s,t) = Pij[s ， t )， 这里， 

i 0 = i 0 ( s ) e S s , W io 的选取是任意的（只要 S s / 0). 这时，很容易验证对延拓后的 
转移函数也满足转移函数的 1) 〜 4) 性质.正因为如此,作为规定,假设那样的延拓已 
经实现，且对所有的 k T ， 有 S t = S . 


hj 


定义 4 . 称作马氏链 X = { X u teT } 的初始分布（这里0 e T = [ O , oo )) 是测 

度 M = Law ( Xo ) ‘ 

显然,对任意的 B c S, 有 P(Xo eB )= E 仍⑼，这里 


ieB 


Pi(0) = P(xq = i), 


( 22 ) 


i e S 


§8 •马氏链有限维分布的 性质. 

定理 4. 马氏链又={义,纟€1 1 },这里0 ere [0,00), 的有限维分布被它的转 
移函数 ~( M ) 和初始分布 M , 即 { pi (0)}( s,i € T ,5 < t,ij e S ) 所唯一确定. 

< tk ( t k e T\fc = 1，.-. ， n),n 彡 2 和任意的 j u …， j n e S , 

= Jn—l }， 有^ 

P ( x tl ，…， H ) = p ( x tn = j n \ A ) P ( A ) 

= P ( X tn = jnlXt ^ = j n ^) P ( A ) 

= P { X t 

上式基于条件概率的定义和公式 （18) 以及假设 P ( X tl 二： h , … 

但是，对 P ( X tl 

总是可确定的） 


证.对0 < h < 

设災= {石1 = ji , … 


• ft * 


， ^ tn -1 


(亡 n — 1，亡 n ) 


，不 n-l — jn-l) * Pjn-lJn 


= )1， 


)/0- 

, Xk = J n - i ) = 0 也对（根据注2,函数 n ( t n - u t n ) 


— Jn—1 


= 3 u 
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这样，就可以一步一步地推到公式 


P(Xti = jir - ， X Ut = j n ) = P ( X tl = ji ) - Pj ^ jAhA) … Pj 


( t n _ i , t n ) ? (23) 


— 1 ^Jn 


它具有非常明确的直观意义.就是说,在时刻“某个“系统”从状态么开始自身的 
运动，在由时刻“到时刻里“系统”转到状态九， 
t n 里 “ 系统”完成由状态 j n - l 转到状态： ?n. 这时，公式 （23) 意味着，为了计算“路 
程” { X tl =只，…, X tn = j n } 的概率,需要以如下方式进行（最自然的是，“系统”满 
足“无后效性”准则):取初始状态的概率 P(x tl = n ) 并乘以，相应的由时刻 4 - 1 到 
时刻4,这里 fc = 2,…，％ “系统” Uk 

根据全概率公式，有 


,在由时刻到时刻 


3 k ) 状态的转移（条件的）概率 


一 1 


P(^1 =Ji) = X ^( 0 ) 阳 d 0 〆 1 )， 


由于 （ 23) 式，对任意的 B C S ' 可以找到该有限维分布有如下形式 

p (( x tl ，…， x t j gb )= 1>( 0 ) ㈣ ( 0 山） 


-ljn ( 亡打 -1 ，亡 H)_ □ (24) 


Pj 


(ju … 丄 ） eB i 


相反的结论也成立. 

定理 5. 设0 e r c [0, oo ), 某个非空集合 S s c S ,5 g T 这里 s 袅 有限或 

可数的，且设给定一组仍 (0) > e S 0 使得 EPi ( O ) = 1，和函数 Pij ( s ， t )， s 彡 

t ( s,te T),ie S s , jeS u 对它来说满足在 §7 中的条^ 1) 〜 4). 这时,在某个概率空间 
( n , 多, P ) 上存在对每个 teT 以为状态空间（即对任意的 f e r 和所有的 uen 
有 X t ( w ) € S *) 的马氏链 X = { JQ，f G T }, 使得关系式 （22) 和 （19) 成立. 

证.如果具有给定特征 （22) 式和 （19) 式的马氏过程 X 存在，则它的有限维分 
布应该由 （24) 式所确定.因此，借助于等式 （24) 右边部分,引入在％ n 上的是个测 
度 Ph ，…心 （对0 < h <…< € N ), 且要验证它们的相容性.这样在上产 

生的概率测度，是基于在定理中对仍⑼和 Pij ( s , t ) 的条件（因为由非负数组成的级 
数求和不依赖于次序,从而有可数可加性).至于测度 P tl ,-, t n 的相容性是由于第一 

章注3,只需要验证满足第一章§11条件3。.这是成立的，由于函数 p ii 7 ( s ， t ) 满足条 
件 2),3),4)； 不仅当点 t u …， t n 彼此之间是不同时，条件 3) 保证相容性.因此，根据 

Kolmogorov 定理存在具有给定的有限维分布 P tl ，… , tn (0 ^ h < - ^ < t n ,n e N ) 的随 
机过程 X = { X t ,t G T }. 因为 （24) 式得出 （23) 式，由此直接可得 （18) 式，以至于 
(19) 式.除此之外，在 （24) 式中设 n = 1山= 0,得到 （22) 式 .口 

§9. 连续时间马氏链一个重要的代表就是在第二章 §2* 中所定义的 Poisson 过 


程 
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定理 6. 过程 iV = {N u t ^ 0} 是在劣 ([0,oo)) 上具有局部有限的伴随测度 

m ( m ([0, oc )) = oo ) 的 Poisson 过程当且仅当 TV 是具有状态空间 S = {0，1,...}的马 
氏链，且 Pi(0) = 6 i0 , 和转移概率 


( m (( s ， ⑧ 〃 




， m 


e 


( i -0 ! 


(25) 




0, 


3 <h 


这里， 0 彡 s < j € S 和 Pij{s,s) = 8ij 对 s 彡 0, i ? j G S (0° 认为是 1) 


过程有独立增量， 且凡- 凡 


证.必要性，设 7 V 是 Poisson 过程； TVq = 0 

对 f > 0,即增量 iVt - 队的分布是具有参数为 m (( s ， t ]) 的 Poisson 


a . s ” 


^^71 X((S ， 亡]) 

分布.由于定理 3 过程 iV 是马氏的，这样 a.s. N t = N 兔一 N 0 


，亡 > 0和 

e s. 对 


丌 m((0 ， tj) 




P{N t e S) = 1，这里 S = {0, 1，… }. 显然，同样有队⑼二 P(N Q = i) 
0 < s < t 有 




P[N t -N s =j-i ， N s ^i) 


= P(N t -N s =j-i), 


Pij(s,t) = P(N t =j\N s = i) = 


P(N S = i) 


由于 N t -N s 的分布指出的性质给出了公式 （ 25) •对 G S ， 在 s 彡 0 找到 


Pij(s,s) = P(N S = j\N s =i) = 5 i：j 


{ N u t ^0 } 是具有集中于 0 点的初始分布和转移概率 （ 25) 式 

的马氏链.显然，因为趴⑼= SioJ G S, 所以 iVo = 0 
(23) 式和 （ 25) 式有 


对 s < t 和 k > 0 利用 


a.s" 


P(N t - N s = k) = y^ P{N t ~ N s = k^N s = l) =y^] P(N t 二 k 十 l ， N s = 1 、 


/ =o 


/ =0 


EE Pi ⑼ Pd(0 ， s) 奶 ， = ^p O /(0,s)^,fc+/(s^) 

l^Q i 


f —0 


k 


(m((M])) 


(772((0, S])) 


—m((M]) 


—m((0,5]) 


E 


e 


k\ 


n 


i^o 


k 






(26) 


e 


k \ 


于是 N t — N s 〜 7r m (( MD ,0 利用 （ 23) 式和 （ 26) 式证明增量的独立性 • 
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经过计算得到，对 n > 2,0 = h < … < 和 A ： i , • ， ， ， G W IJ {0} 概率 


Pd = h,N f2 - N tl = k 2 , 

=P(N tl = ki^N^ = /ci + A ： 2, 

~ 〉: Pi{^)Piki ( 0 ) ^l)Pki,ki+k 2 (^1 ? ^ 2 ) * 


、 Nt n - = k n ) 

， N tn = A：i + … + A: n ) 


+ fc n (亡 n — 1， tn ) 


Pki-\ - hfcrt—1 ， felH — 


( m (( ti , t 2 ])) k2 


M (0, ti])) fcl 


- m ((0, ii ]) 




X 


e 


e 


hi 


k 2 \ 


( m (( t n - i , t n ])) krl 


— ^^((^T7- — 1 >^n]) 


X 


e 


k n \ 


~ TT p ( Nt m — = k m ) 


(27) 


由此可得相应的增量的独立性 .□ 

§10/在构造马氏过程时，转移函数的概念是起着关键性作用. 

设 { S t ,^ t ) t € T 是一族可测空间，集合 T c R . 

定义 5 ,在 s ^： t ( s , teT,x e S,B e m t ) 给定的函数 P ( s , x , t , B ) 称作转移函 
数（或马氏转移函数)，如果： 

1) 对固定的 s ， x，t 函数 P ( s , x , t ,.) 是 上的测度； 

2) 对固定的 s , t,B 函数 RUB ) 是乳 I 溪 ㈤ -可 测的； 

3) 对任意的 s e T，；r e S s ， S e 爲, P ( s , a :, s ， B ) =心 ( S ) ; 

4) 对所有的 

mogorov ) - 查普曼 ( Chapman ) 方程 


< t ( s , u,t e T),x € S s ^B 6 满足柯尔莫戈洛夫 ( Kol - 


s < u 


(28) 


Pis . x . t . B )= 


P(s ， x ， u,dy)P(u ， y ， t ， B) 


s 


注意，由于 3)， 关系式 （28) 对 s < wt 时，转移函数也成立* 

定义 6. 称作马氏过程 X = { X tl t e T } (对每个 k 了取值于 （ S t , 诼 )） 具有转 
移函数 P ( S ，： r ， t ， B ) 的，如果对所有的 S 彡办， t € T )， BG 紙有 


(29) 


P { X t eB \ X s ) = P ( s , X 31 t , B ) 


a.s 


或者说 P ( s , x , t ， B ) = P { X t E B \ X S = x ) a . s . 依测度 P Xa . 

给出的定义的意义 在于： 具有转移函数的马氏过程中存在“好的”（其含义是具 
有上面的 1)-4) 性质）在 （29) 式左半部分中条件分布形式. 

利用条件数学期望的性质，当是 Borel 空间 （ S t ，涿) teT 时，很容易理解条件 （28) 
的起源，由于_( 29 )式，（第四章§ 2 )和（ I 3 )式对 t ( s , u,t e T ) 和 B e 硌 


a.s 
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有 


P ( s ， X s ， t ， B ) = E ( l { x , eB } l ^ s ) = E ( E ( l { x , eB } l ^ s ^ u )|^ s ) 

= E ( E ( l { XteB } \ X u )\ X s ) = E ( P ( u y X u ^ B )\ X s ) 


换句话说，对 Pv - 几乎所 有的: T ， 有 


(30) 


P(s ， x ， t,B) = E(P(u^ X u ^t^ B)\X S = x) 

注意（参见， [85; 第 1 卷， p .281])， 如果 正则条件概率 r ( C ) = P ( X U e C \ X S = x ) 

里， r 依赖于 s ， u , x ), 则对任意的有界函数 5 e 乳陴 ( R ) 得到 


(31) 


g ( u ) T ( dy ) ( P Xs - a . s .) 


B ( g ( X u )\ X s ^ x ) = 


s 


回顾，如果随机元 ^ 取值于 Borel 空间中，则正则条件概率 P (〃 G B \() 显然是存在_ 

这样，由 （30) 式和 （31) 式得出， 对任意的马氏 过程，只要 有较弱 的情况下的等 
式 （28) 式，即不是对 所有的 x € S , 而只是 对几乎所有的 x e S (依 测度 P X J 

不难发现，对在§5中所研究的马氏链,转移函数存在,且有公式 


(32) 






jeB 


这里 , s < t ( s,te T ), ieS(S 是有限或可数的)， S 是 S 的任意子集. 

在一般情况下，关于马氏过程存在转移函数 并不是很简单的. 对取值于任意的 
可测空间,具有 离散时 间的马氏过程存在转移函数是已知的事实（参见,例如，[ I 7 ;第 
1卷，第 n 章, §4]). 对取值于万有可测空间，具有 连续时 间的马氏过程存在转移函数 

的证明，只是不久前，由库兹涅佐夫 (Kuznetsov) 给 出的. 

例 2. 设 W = { W ⑴, t 彡 0} 是 m 维 Brown 运动，这时,利用（ I 5 )式得到（|| • || 

表示在中欧氏距离）对 s < 6有 

P ( W ( t ) G B | W ( s ) = x ) ― E ( l { v ^( t )_ w ( s )+ Vy ( 5 )€ B }|^( s ) = x ) 

= El { v ^( t )- W ( s )+ a ； eB } = P ( W ⑷ - W ( S ) € B - x ) 


e 2(t-s) d z 


{2ix{t — s)) m 〆 2 


B-x 


2(t —^ 


e 


— (27r(t - s)) m / 2 

由此可见，对 s < t 转移函数给出了公式 


(33) 


P [ s ， x ， t , B )= 


e 2(t — s 


y \ 


(27 T(t — s )) m 〆 2 


B 
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因为 s f 所有的条件1)~4)都满足（为验证 （28) 式需要注意的是，正态分布的卷 
积还是正态分布的). 

如果 f =七则 （15) 式， W ( s ) 和0 € R m 的独立性导致 


P ( W ( s ) 6 B \ W ( s ) = x ) = P ( W ( s ) + 0 G B \ W ( s ) = x ) = P{x + 0 e B ) = 5 X { B ) 


从而， P ( s ， x ， s ， B ) = S X ( B ) 


§11. 设 X = {xy e r } 是取值于可测空间且具有转移函数 


P { s , x , t , B ) 的马氏过程.类似于在§8中对马氏链的证明，对任意的 n > 1，所有的 

过程的有限维分布 


< t n (r 中的点）和任意的爲,，& = 1， 


50 < 亡1 < 

由下面公式给出 


， n ， 


4 « • 


• * * 


( c ) = 


Qs 0 ( dx ) P { s 0 y x , tx . dz ^ lB ^ l ) 


p 


X 


，…， 


s 


s 




^0 


P(j^n — 11 之 n—1 ， (^n) ? 


(34) 


X 


s 


这里 C = B 1 

积分结果依然是有界可测函数). 

同时注意，对任意的 t ； < s ( v，se T ) K Be 有 


x B n , Q So = Law ( X S 0 ), 而积分是由右向左进行（不难验证，每次 


X 


Qs(B ) = 


P ( v : x , s ^ B ) Q v ( dx ) 


(35) 


s. 


事实上， 


Qs(B) = P(X 5 eB) = E(E(1 {X 

P ( v , x , s , B ) Qy ( dx ) 

s 4 


EP (^, X v ， s ， B )= 


s 


特别的，如果 r = [0, oo )， 则测度 Q s 对任意的 s > 0,是由测度 Qo 和转移函数所确 

定.这方面与 Gauss 过程很相似，只要两个要素 

■ 

有限维分布也就是确定了 .. 

自然而然地会问，是否根据转移函数 P ( s , x , t , B ) 和测度 Q s 。（在潔 s (> 上，这里 
e T,T c [5 o , oo )) 可以构造马氏过程 X = { X u t G r }, 具有给定的转移函数和 

LawpT Su ) = Q S(} . 对 Borel 空间 ( S t ^ t ) teT 回答是肯定的,它是可借助于 Kolmogorov 

定理建立起来的. 

对马氏过程的一般理论中所采用术语来说，下面的注解是必要的. 

设 X = { X t J € [0, oo )} 是具有初始分布"（在爲上 /X = P Xo ) 的马氏过程.为 

了强调这种情况，过程 X 的分布，即在柱集 <7- 代数 ^[0,00) 上的测度,经常用 


中值和协方差函数给定了，则 


P 


So 
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来表示，特别的，记号 P ^ xeSo , 意味着 " = 4,换句话说，过程在时刻 i = 0从点 

走出”（这样，认为潔0包含着所有单点集合 { x }， x € So ). 

§12. 马氏过程子类中最重要的一类马氏过程. 

定义 7. 设 X = { X t , teT } 是对每个 teTcR 取值于可测空间 （ S , 涿)，且具 
有转移函数 P ( s , x ， t ， B ) 的马氏过程，称作齐次的（时齐的),如果对任意的 xeS,Be 

潔 P ( s ， x ， t ， B ), 只是依赖于_ t 


U 


— S 


对这样的过程，代替转移函数 P ( s , x , s ^ u , B ) 只需要依赖函数 P ( x y u , B ) = 
P (0, x , u , B ) 就够了. P ( x , u , B ) 自身的意义是条件概率，即从点 a ： “走出”经过时间 

系统”在集合 B 里.为了使时刻 s e T 移动了 w e T 不超出集合 T , 一般来说都 
认为是集合 r = [0, 00 ) 或 r = { kA , k ^ o }, 这里 △ > o. 

根据 （33) 式 m 维 Brown 运动，这是齐次马氏过程. Poisson 过程是齐次的，当 

且仅当伴随测度 m (( 5 , t ]) = X ( t - s),X > 0,0 ^ 5 < i < oo , 即过程具有强度常数为 


U 


A 的- 


对齐次马氏过程 X = { X t ,t ^ 0}, 条件 1)-4) 相对于转移函数 P 来说，对 
, t ^0 ,x e 5 ,B e 可以改写成如下形式： 

1°) 对固定的函数 _ P ( a :, t ,.) 是激上的测度； 

2 。） 对固定的 函数 P (； t , B ) € 

3°) 对任意的 a:,B ，有 POr, 0, S) = S X ( B ); 

4°) 对所有的 x , 和 满足 Kolmogorov - Chapman 方程： 


(36) 


P ( x,s + t , B ) = P ( x ， s , dy ) P ( y ， t ， B ) 


s 


值得注意的是，对所有变量值关系式 （36) 成立，它是在马氏过程理论中应用强 

有力的半群理论方法的基础（参见，例如，[纠]). 

• 由于 （32) 式马氏链 X = { XuteT } 的齐次性意味着,对每个 i，j G S 转移函数 

在这种情况下，用 Pij ( u ) 来代替 Pijis.s + u ) (正如前面所 


Pij(s^t) 只依赖于差 t 

指出的，是研究 了 = [0, oo ) 或 T = { fcA , fc ^0}, A >0) 


一 S 




® P ( t ) 是由元素 e S 所组成的矩阵.这时，方程 （20) 改写成如下形 


式 


E Pik(s)p kj (t), 


(37) 


h3 ^ S, 


k 


即 


(38) 


P(t + s ) = P ( s ) P ( t ) 1 s,t eT . 

_ 

这样，与每个齐次马氏链可以与一个矩阵户⑴ = ( Pijdes 的随机半群联系，使得 
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对所有的 t €T W 






= 1 ， Pij(Q) = 


(39) 


(最后的条件 （ 39) 意味着 P(0) = I 是单位矩阵). 

_ 

如果时间是离散的 （r = Z +)， 则在齐次的情况下, n 步转移概率，即 Pij ( n ) 正好 
是矩阵的元素,这里 P 是矩阵 P = P ( l ) 的 n 次方. 

另一方面,具有矩阵的随机半群 ( Pij ( t )) t>0 , 根据定理5可以构造具有该转移概 
率~仍的马氏链. 

注意， 非齐次马氏链的 研究,原则上可以借助于已知相空间的扩充，转化到对齐 
次的研究（参见, 例如， 习题 18). 

§13. 假设 : T = [0, 00)，研究马氏链 的渐近性质是 一个重要而又非常有趣的问 

题.由连续情况转化为离散集 T 的情况也不会产生任何困难. 

定理7 (遍历性定理). iix = { X u t ^ 0} 是齐次马氏链（具有任意的初始分 

布)， 使得对某个 jo € S 和某个 / i >0 和 0<5 彡 1 有 

Pi jo W 彡3 对所有 的 i e 

这时，对任意的 j eS 存在不依赖于初始状态 i e S 的极限 


(40) 


lim pij { t ) = pj , 


(41) 


且对所有的 t > 0,有 




(42) 


这里卜]是数的整数部分. 

“遍历性”结果的直观含 义是： 在很长的时间以后，被描述成马氏链的系统，好似 
“忘记” 了它是从什么样的初始状态“走出”的. ^ 

证.对每个 t e I 1 设 


mj [ t ) = ini Mj ( t ) = sup pi j ( t ) 


显然，对所有的 iJeS ^ lteT ^ rrijit ) < Pij ( t ) ( M j ( t ) . 为了证明 （41) 式只要验 

时有和 Mj ( t ) U 以及 Mj ( t ) — mj ( t ) — 0. 估计⑷）式将由下 


证当 


n — oo 


f 


面的估计 （ 43) 式导出. 

对 s ， ter ， 考虑到 （ 37) 式有 


nij(s + 1) — inf E Pik{s)pkj{t) > mj{t)MY^Pik{s) = rnj{t), 

k 1 k 

⑷ Pfcj(t) < Mj(t) sup ^p ifc (s) = Mj (t ) 


M/s + t ) 


sup 




k 


k 
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从而，当 t 

对 t ， h ， t-heT 重新利用性质 （ 37) 得出 

Mj (t) - rrij {t) 

= snpp aj {t) +snp(-p bj (t)) 

a b 

up(p aj ⑴— Pbj(t)) = sup^2(p ak (h) - Pbk(h))pkj(t - h) 


时，有⑷ T 和 Mjd 


— ^ 00 


=s 


a,6 


a } b 


k 


E { Pakih ) - Pbk ( h )) pkj(t — / i ) + Z { Pak { h ) - Pbk { h))(t - h ) 

k k 

Mj ( t ~ h ) Y ^ + ( Pak ( h ) - Pbk ( h )) + — / i )[ ( p a , k ( h ) ~ Pbk { h )) > , 

fc k ) 

这里 IT 表示对那些 fc 求和，使得 Pak ( h ) - Pbk ( h ) > 0, 而 IT 表示对那些 A 求 

Aj it 

和，使得 Pak { h ) — pbk { h ) < 0 当然依赖于 /i, a 和 b). 由于 Y ^ Pak { h ) = 

Epbfc (九 ）=1, 贝!） 


=sup 


a, 


< sup 


a,b 


k 


k 


k 


k 


22 ( Pafc ⑻- Pbk ( h ))+22 (罗 afc (") - Pbk ( h )) 


0 




fc 


fc 


因此， 


十 

Mj(t) - rrij{t) ^ (Mj(t — h) - m(t - /i))sup^ (Pak(h) -Pbk(h)). 

a ， b k 

注意， 如果“特殊”的状态 jo ( 参见， (40)) 不包含在 E+ 中，则由于 （如） 式 

k 

〉 : (Pak(h) — Pbk{h)) ^ 〉: Pak{h) ^ 1 — Pajo (^) < 1 - 
k k 

如果允包含在 E + 中，则重新考虑到 （ 40) 式,得到 


fc 


飞 + _^ + 

〉 : {pak{h) — Pbk{^)) ^ 〉: Pafc(") — Pbjo ^ 1 


5 


k 


k 


因此， 


Mj (^) — TTij (t) ^ (l — S^Afj{t — h) — Tftj(t — /i)) 

^ (1 — (t — 2/i) — Tjij{t — 2?i)) 

彡 (1 — S) [t/h] (Mj{u) - rrijiu)), 

^ h . 但是， Mj ( u ) — rrij ( u ) < 1. 从而,对所有的 * > 0 有 

一 

岣⑷ — •⑴ <(1 —妒叫， 




( 43 ) 




• • 


这里 W = f 
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这里0 < (5 < 1,因为当 t 
lim rrij(t) 存在，且相等（例如说是汚)，这时， 

t 一 OQ 

rrij(t) — Mj(t) ^ rrij(t) — pj ^ pij(t) — pj ^ Mj[€) — pj 《 Mj(t) — 


时有 m j ( t ) i , 所以极限 lim Mj ( t ) 和 


— oo 


即 




这不仅证明了 （41) 式，而且证明了估计式 (42), 它给出了转移概率 Pi / t ) (当 t 

时）收敛于极限值污的收敛速度 


— 7714 


J 


— OO 




§14. 遍历性定理的一些推论. 

■ 

推论 3. 设对任意的 （j e S 关系式 （ 41) 成立.这时，对所有的 jeS 存在极限 

lim Pj(t) = pj^ 

>OC 

这里 Pj ( t ) = P ( X t = j \, 并且如果满足条件（ 4 0)，则 

⑴—汚 I<(1— 

证.根据全概率公式 Pj ( t ) = 因此，由于 Lebesgue 控制收敛定理 

对每个 j e S 有 


(44) 


% 


Pji^-Pj = ^Pi(0)(PijW -Pj) 

_ 

l 
« - 

又有假设 （40) 式,所以 

\ Pj { t )- Vj \ = \ E ^(°)(^ W-^)I - ^) lV/l] E ^(°) = (! -占声叫, 


时. 


0，当 t 


— > 00 


— y 


I 


l 


结论得证. □ 


推论皂设对任意的 e ! S 成立关系式 （41). 这时，对每个 t € 了和所有的 


e S ， 有 


W 

% 

换句话说，列向量歹=(知义,…）*是矩阵 p *( t ) 的特征向量，这里 * 表示转置. 
证. 由于 （44) 式对任意的 _j 6 S 和 n G N 有 


(45) 


Pj = 




Pj = lim pj(s + i ) = lim 


lim 

S—►OO 


S —OO 


i^N 


i^N 


% 


于是得到不等式汚 > Y 1 PiPij (0 - 设对某个 j e s 和 t > o 有严格的不等式 


% 


Pj > 工 


(46) 


t 
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根据（ 4 1)式对任意的 JV 和每个 i 有 Pj = lim S Pij ( t ) 因此 




j^N 




(47) 


进而，如果 （ 46 ) 式满足，则 


5 >>EE PiPij { t )= 


得到矛盾,说明 （46) 式不可能 ，口 

推论 5. 设对任意的 i，j G S 满足关系式 (41). 这时，或者 ZPj = 1；即量 

♦ 

Pjj 6 s 给出了 一 个概率分布，称其为平稳分布，或者 Eft = °.即4有的巧 = o . 


证.显然，事实上只有两种可能成立：或者 Eft = 0,或者 Hpj + o * 如果 
E 汚/ 0 (根据（ 4 7)式级数收敛),则取仍⑼汚 ， a S ， 根据定理 5 研究具有 

在样的初始分布和原先的 Pij ( t ) 的马氏链是可能的 7 .这时，根据全概率公式和推论 

4,对所有的 t > 0和 j e S , 有 




巧 U ⑼ 


Pj(^) = Y^Pi(Q)Pij(t) 


(48) 


E 汚 




* (44) 式有汚=巧 ( O ). 因此，如果 E 汚 > 0,则 Epj 


□ 


§15. 前面所引入的“平稳分布”的术语与下面的概念有关. 

定义 8. 过程 X = { X t , teT }, 这里 TCE , 称作平稳的（严格平稳的或狭义平 

稳的)，如果对所有的 n ^ 1, ti , ■ • * ， t n € T 和所有的 /i G M , 使得 tjt + h ， … ， t n + /i G T 
满足下面性质： 


，U 


LaLw(X h+tl ， … ， X h+tn ) = Law (不 1 ， 


换句话说，这样过程的所有有限维分布在推移下是不变的（推移不会超出指标 
集： T , 这一点是很重要的，例如, T = Z ). 

定理 8. 设齐次马氏链 X = 彡 0} 具有平稳分布/ X ，它由 {PjJ ^ s } 所组 
成.假设7 = { Y u t 彡 0} 是（齐次的）马氏链，具有与 X 同样的转移概率和初始分 
布卜 这时，过程 F 将是严格平穠过程. 
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证.首先，根据定理5,存在具有给定的转移概率和初始分布 M 的过程由 

(24) 式将 r 代替 X ，得到对0 < h < 


和 n > 1有 


〈亡 n ， 召 fe C S ， = 1， 


，n 


_ p • 


■ # 


P ( Y tl eB u 

= ^2 5 Z PhhihA) … E 

jn ^ B 

这里,对所有的 j e.s，t > 0 由于 （ 48) 式有 Pj (t) = P(F t = j) 
平稳性是由下面直接可得 


y^t ri ^ ^n) 


• * 


Pjrv-ljn (^ Th-U tn ) 


JiGBi 


j 2^ B 2 


定理中所要证的 


Pj 




pij(s,t) = pij(t~~ s) = Pij(s^-h,t-\-h) 


对任意的 i , j € S ,0 ^ s ^ ^ — 

需要强调的是，在定理 8 的证明中，我们利用了不是关系式 （41) 本身，而只是 
(48) 式，即存在那样的初始分布= Law ( Xo ), 它不随时间变化（换句话说，对所有 
的 * e T , Law ( X t ) = fi ). 这样的分布 / x 称作过程 X = { X u teT } 的不变测度. 

§16. 我们将研究在 [0, oo ) 上齐次马氏链的转移概率（在一定的条件下）满足 
的微分方程， 以及前面所建立的结果.为此需要一些新的概念. 

h 

定义 9. 齐次马氏链 X = { X t ) t ^ O } (或者伴随它的半群 尸⑷= { Pij { t ))) 称作 
标准的， 如果当 t — 0+时有 P ⑴- ^ 即对所有的 U e S 有 


□ 


S 


(49) 


t lim Pij (t) = ^, 


符号 


这里，是 

引理 3. 齐次马氏链 X = { X *， t 彡 0} 的转移彳既率，对所有的 ij e S 和任意的 

■ 

t ， h >0 成立下列不等式： 


Kronecker 


Pij + h) — Pij{t)\ ^ 1 — Pu(h) 


特别的，如果链是标准的，则对每个 A j e S 函数拘⑴在 [0, oo ) 上一致连续 

证， 一 方面， 


Pij(t + h) -pijit) = ^2pik(h)p k j{t) 


k 


- 1) + > 〕 Pifc jh ) pkj { t ) 


k^i 


1 -Pii(h) 
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另一方面 


Pij (t "I - h) — Pij (t) ^ pij (t)(Pu (^) — l) ^ — 1 

由两个不等式给出了引理的结果 .口 


定理 9. 如果 ( P ( i ))^ 0 是标准的随机半群，则存在右导数 

d + P ( t ) 


(50) 


Q , 




dt 


t=o 


即对所有的转移概率仍 j ⑴在0点存在右导数: 

d + Pij(t) 


(51) 


= Qij 


dt 


t=0 


这时， 


Qu ^ [0, oo] 


(52) 


j 有 0 < qij < oo 和 Qi 

证.固定某个状态 i e S . 首先，对 j = i 的情况对转移概率证明 （51) 式.由 
于条件 (49), 可以找到5 ：> 0,使得对 " 6 [0,<5]有 Pii ( h ) > 0. 对 t > 0;应用（訂) 

式得到 Pii(t) ^ (pu(t/n)) 

的6彡0有 pu(t) > 0. 因此在 [0, oo ) 上定义函数丑⑴= — lnpii ⑷.由（ 37 )式有 

Pu(s + t) 阳⑴对 0. 由此可得对 s,t e [0,oo), 有 


n ( t , 6 ), 使得 t/n < S ， 可以看出对所有 


彡1，取 


n 


，n 


(53) 


H(s + 1 ) % H { s )^ H ( t ). 


设 


(54) 


sup 


Q 




t>0 


显然 g G [0, oo ].- 

分别研究两种情况 : g < 00 和 g = 

1) 设 g < oo . 这时，对任意的^ > 0可以找到 to = to ( s ) > 0使得 H ( to)/to ^ q —£. 

M h E (0，化)，将亡 0 表示成下列形式：亡 o = nh + A , 这里 n = [ to / h ], 0彡 △ < / i ， 而 

[•] 是数的整数部分.利用 （53) 式，得到 


OO 


H ( h ) nh H ( A ) 


(55) 


q - £ K H ( t Q )/ t Q ( ( nH ( h ) + H ( A ))/ t 0 




h 


to 


to 


由于 (49) 式当 A — 0 时， H ( A ) ^ 0 (如果 h — 0 +， A — ())• 因此， 


(56) 


< \ iminiH ( h )/ h . 

h —^ Q + 

由 （54) 式得到 \ imsupH ( h)/h ^ q . 因此存在 lim H ( h)/h = g 艮口 

― ^0+ 

ln(l — (1 — Pa(h))) 


Q _ £ 


h ^^ 0 + 


1 _ 


H ( h ) 




(57) 


lim 


lim 


lim 


Q = 


h 


h 


h — ^ 0 + h 


h—0+ 


h — 
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这就证明了，当 g < oo 时，（对 i e S ) 关系式 （51) 成立. 

2) 设 g = oo . 这时，对任意的 M > 0找到 *0 = t 0 ( M ) > 0使得 
同证明 （56) 式时一样,得到 


邱 0) 


^ M . 如 


to 


lim inf If ( h)/h ^ M . 

h —^0+ 

考虑到 （57) 式,得到当 q 


时,关系式 （51) 式. 

固定某个状态 ieSMj ^ i 的情况对转移概率 Pij ( t ) 证明 （51) 式.设 f ^( h ) 
是在 Xo = i 条件下，由状态 i 出发，经过步长度为 心 / b 步以后首次回到（在这以前 
没有）状态 i 的,且在时刻 mh , 这里 

对 n >2 有不等式 • 


这样，存在占? + 琴 


= oo * 


V _ . ， / C ， 从没有到达状态 j 的概率.验证， 


7 TI = 


n— 1 

Pij(nh) ^ fi^WPijd 71 - k ) h ) 


(58) 


fc — 1 


事实上，考虑到注2,对转移概率 Pij ( nh ) 得到下面的下方估计 

Pij(nh) 


= ^2 P (Xnh 二 j, = jn-U 

ju •“ ， :? n-l GS 

n—1 

>EE E ^(X n h = j,X^ n _i) h 

fc™l Jk jk+1 ， … yjn-l€S 

x^i^kh = 


,Xh — ji \ X 0 = i ) 


* * 


jk+l\-^kh = 


、X 


— 1 ， 


{k+l)h = 


暑 • 




,X h =ji\Xo=i), 


l)h = Jk-1 ， 


每攀# 




这里 Jfc = {( ji ， •… Jk - i ) 'Jm i = 1, 


，fc — l }， 由于⑴式 

， X& = Xq = 


« • » 


， x kh 


— l)h = Jn—1 ： 


= 2, 


• • 


• » 


n 


P ( X 0 = i ) 


，又 (fc+l)h = jk+l\^kh = h 


, X 0 ~ i ) 


P ( X nh = j , X { 


X 


l^h Jti 一1， 


* • 9 


n — 


P ( X 0 = i ) 

x = i ， 

==)• ， ‘.* ， -^(k+l)h ~ jk-\-l\^-kh = = i, * * • , = j\ |^lo = ^)* 

为了得到不等式 (58), 我们只需计算 

E p (^= j , x ( 


， X^ k+1 ) h = j k+1 \ X kh = i ) 

, X h = j 1 \ X Q = i ) = f { i j\h) 


— l)h = Jn—l ， 


n 




Pij((n k)h), y^?{x kh = ux 


(k—l)h = Jfe — 1， . 


Jk 


以 p ^( h ) 表示由状态 i 出发，经过步长度为的 / C 步（而不是更少的步数）以 
后正好在状态 j 的条件转移概率.类似于 （58) 式得到，对 fc 令1 (e = 0 


0 


fc-1 


Pu(kh) = f^ } + pT 、 h 、 Pji(( k - m 、 h 、 

m=l 


( 59 ) 
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显然，宮 P { ^\ h ) ^ 1,因此， f ^\ h ) ^ Pij ( kh ) 

极大认为由于 （ 49) 式，对任意的 s > 0 可以 找到纪 = t 0 ( e , i ， j ) >0 使得对 

f € [( Mo ] 有 


Pji (( k - m ) h ) (空集取 


max 


(60) 


Pji ( t ) < e , pu { t ) ^ l - e , Pjjifl > 1 

- i ， 有 

1 和 n 彡 2 有 Pij((n- k ) h ) ^ Pij(h)pjj((n - k - l )/ i )， 由 （58) 


— £ 


进而，对 n/i < to 和 fc = 1， 


，n 


(61) 


l -2 e 


注意，对 fc = 1， 

式 -(61) 式得出 


，n — 




n—1 


Pij ( nh ) ^ (1 - ^) Pij ( h )^2 pjj (( 


-k — l ) h ) ^ (1 — 25)(1 — e)(n - 2) pij ( h ) 


n 


fc=i 


由此，选取 n = [ to / h ] 和考虑到 Pij { t ) 的连续性（引理 3 ) 得到 

PijW 


PijM 


^ (1 — 2e)(l — e)limsup 

h -^0+ 


oo > 


h 


亡 o 


it t 0 趋于 0, 看出 


PijW 


lim inf 彡 （1 - 2e)(l - £)limsup 

亡 —0+ t / t -^0+ 


h 


因为 e >0 是任意的，由这不等式得到，当 j #时,存在有限的极限 qdPi 八 t )/ t . 

t j ~十 

定理9得证 .口 

§17. 设满足标准的条件 （49). 对任意的 iV > 1和 （ > 0,考虑到 EPij ( t ) = l , 


3 


得到 


E Pijjt ) 〆 1 — PiiW 

t 、 


j^N 




因为不等式左半部分求和只包含有限项，则让 （ 丨0,且利用导数存在（参见 （ si ) 式), 

_ 

W E <hj ^ ^ 因此 


: KN 






(62) 


Qi 




时， （ 62) 式是显然的) • 

定义 10. 齐次马氏链称作保守的，如果无穷小矩阵 Q 的所有元素句是有限 

的，且对任意的 i 有 


( 当 Qi 


00 




E 阳 


(63) 


^ Qi 


j¥=i 
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保守的马氏链的例子是具有强度为 A > 0的 Poisson 过程. 事实上，根据 p 5) 


式矩阵 


— A A 0 
0 -A A 


Q = 


和性质 （63) 显然成立. 


定理 10 (Kolmogorov 向后方程组) • 设齐次马氏链是保 守的. 这时，对所有 

的 t > Q ， 有 


P \ t ) = QP { t ), 

即对任意的 e s 和 i > o 存在导数⑷，且成立下面的（向后） 方程: 


(64) 


= ^QikPkj{t) 


(65) 


k 


(由于 （51) 式和因为 ^(0) = 5 ij } 对 t = 0,方程（ 6 5)也将成立，如果所有的导 

数都理解为右导数 .） 

证.对亡彡 0 ，/i > 0和 e S 假设 


1 _ 

Pik(h) ， Pkjif) 


L 




k^i 


这时 


Pij(t + /i) - Pij(t) pu(h) - 1 


Pij(t) + L i ： j ( h ， t ) 


( 66 ) 


h 


h 


对所有的 TV > 1 由 （51) 式得出 


Y 1 磁 j •⑴ 


limsupLij(/i, t) ^ lim sup 

H ^0+ 


h ^^0+ 


k 一 i 


k^i 


k^N 


k^N 


这样，有下面的下方估计 


limsupL^(^t) ^ y^qikPkjit) 

h — o + ^ 


(67) 


fc 一 i 


考虑到，对所有的 i，j e S 和 t 彡 0 ，/i > 0有 p kj (tX 1 m x ZPik ( h ) = 1. 可以看出， 
M N > i . Lijih . t ) 可以用下面的量对它来作上方估计 

E 一) + * !> 办卜: E 阳⑷ + ^-如 W - E 灿 ㈨ ) • 


k 




k>N 


k^i 


k^N 


k^N 


k^N 


k^i 
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由此，当 /I — 0+时得到 


E 


limsnpLijih.t) < Y^qikPkj(t) 

h — o + 


Qik 


— <hi - 


k^N 


k^i 


k^i 


k^N 


因此，由于条件 （63) 有 


limsupL ij (/ i , i ) < ^ qikPkj ( t ) + ~ ^Qifc = ^< likpkj { t ) 

h — >0+ 

回顾公式 (66). 从它和 （51) 式 ， （67) 式和 （68) 式可以 得出， 对右导数方程 （郎) 
成立.类似地可以研究函数 Pij ( t ) ,对 t > 0 存在左导数的问题，对它们满足方程 (65). 

进而定理得证 .口 

定理 11 (Kolmogorov 向前方程 组 ). 设齐次马氏链的半群 (P(i))<^o 存在具 

有元素 qij 是有限的无穷小矩阵 Q ， 且对所有的 i 妾 j 有 

~ 九 + ^ij (^) > 


( 68 ) 


k^i 


k^i 


k^i 


(69) 


这里,一致地对 i ， 当 — 0+时有 


(70) 


aij(h)/h ^ 0 

这时，对所有的 t > 0 存在 p \ t ) (即存在所有导数 e s) 和 

P ， (t) = P(t)Q 

■ 

换句话说，对6 > 0成立下面的（向前）方程：对所有的 i，j e S 有 


(71) 


(72) 


k 


证.设 t 彡 0，/ i >0 和 i ， j € S . 这时 

Pij (t + h ) — 


Pjjif ) 一 1 


EPik{t 、 Pkj{h) 


(73) 


=pij { t ) 


+ T" 


h 


h 


h 




对任意的 e > 0 固定 j 由于 （69) 式可以找到 h Q ( eJ )>0 使得 \ a kj ( h)\/h < e 对所 
有的 kmo < h < h 0 {£ j ), 因此， 


j ( h ) 






(74) 


£ 


h 




k^j 


由 （69) 式 ，（74) 式和 


Pij (t + h ) 


⑴阳⑻ ^ 


彡7, 


h 


h 


h 


Mi 
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对每个 f > 0,和 i e S (72) 式右半部分级数收敛，在 （73) 式中让/ I 趋于0+取极限， 
对右导数得到 （71) 式. 

类似地证明 （71) 式对左导数.进而定理得证 .口 

§18. —些特殊重要的情况. 

注 3. 如果状态空间 S 是有限的，且矩阵 P ( t ) 是标准的，则两类 Kolmogor 

方程组成立. 

事实上，对任意的 i，j e S 和 i > 0有 


OV 


1 - pu { t ) 


XX •⑴ 






如果状态个数是有限的，则定理9保证保守性.这时满足条件（69)，而条件 （70) 成 
立，因为 S 属于有限集. 

Kolmogorov 向前、向后方程组的名称来源与在 （64) 式和 （71) 式矩阵 Q 的位 

置有关 （ P ⑴对 Q “在前”或者“在后”). 

推论 6. 设定理11的条件成立，且对所有的 i ， jeS 存在极限 


lim p i ： j ( t ) =pj 


(75) 


(例如，定理7的条件保证满足 （75) 式).这时，对任意的 j 有 

^PkQkj = 0 , 


(76) 


即列向量歹是矩阵 Q * 的特征向量 （ Q * 表示矩阵 Q 的转置)，它对应的是0特征值 

的•换句话说, QV =0. 

证.重复在定理11的证明，可以看出，级数 EPk ( t ) q kj , 这里 Pk ( t ) = P ( X t = k ) 

• 对每个 j 收敛，且对任意的初始分布存在极限 k 


P’j ⑴= J ^ Pk ( t)qkj 


(77) 


如果 E 汚= 0,即所有汚= 0,则（ 76 )式成立 • 如果 E 汚# 0,则取初始分布 

* * 

Pi ⑼= e S (参见推论 5). 这时，根据 （48) 式有 Pj ( t ) = Pj . 因此, Pj ( t ) = 0,关系 

式 （76) 由 （77) 式得出 .口 

§19. 研究一个模型（稍后解释它的产生)，模型中状态空间是 S = {0, 1，…， n }, 
而在 h — 0 + 时的转 移概率 Pij ( t ) 有如下面“转移图解” 所示： 
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npth+o(h) 


kfth+o(h) Xh^o(h) 


Xh^o(h) 


n -1 


无一 1 / A ： \ fc +1 


0 


n 


l-rtfih^o(h) 


l-(X^k/i)h^o(h) 


l—Xh+o{h) 


i 17 


由图可以看出，一步的转移（以非0的强度）只是向右一步，或者向左一步，也 
允许停留在原处；在“端点”0和 n , 只允许由0到1和相应的由 n 到 n - 1,且这 
时,也允许停留在原处 （A 和 M 是正的参数).确切地说，对剩下的其他情况，假设当 

0+ 时有 Pij{h)=0{h). 

注意,习题36的结果保证了存在具有给定的无穷小矩阵 Q 的马氏链. 

我们来验证满足遍历性定理7的条件.取 jci = n . 对任意的« = 0, 


h 


有 


，n 






Pn—1 


« * a 


可以找到知 > 0,使得 Pk - I , k ( t ) = At + o ( t ) > 0 ,k = 1 ，... ，n ( o (.) 依赖 fc )， 对 

t ( t 0 , p nn { t ) > 1/2. 取 /i = t 0 / n,t = t Q 得到条件 （40) 成立，即存在极限 

Pi = lim 

t—^oo 

由于两种 Kolmogorov 方程组满足注3,因为 S 是有限的，而 S Pij (0 = 1所以 

有 E 汚=1 

现在找出平稳 分布尹 根据推论6,为此需要解向量方程=百，即方程组 


0 < 


3 


3 


0 


-A 




A —(A + /i) 2/x 


Po 


Pi 


> 


= 0 


A — (A + fe〆）（fc + 1)〆 


Pn 


一 (入 + (71 — l)/i) Tlfjb 


A 


A 


0 


—n/x 


将矩阵 Q * 的第一行加入到第二行，…，将第 A : 行加入到第 fc + 1行即后一行（ 2 ^ 
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k ^ n - 1 ). 这时， 


* 

0 


-A 


A 2 /x 


7 = 苕， 


0 


A 


—rifi 


也就是说，按照坐标有 


— Xpk + P[k + l ) pk+i — 0, k =, 0, 


，n — 


P 


因此， Pk+i = PPk/(k + 1), 这里 p = A // x , 由此可得瓜 

件 = 1，则 


Po , 因为对解满足条 


k \ 


-i 


E P k / k \ , 进而有下 面公式 成立: 


Po = 


p k / k \ 

n 


， k = 0,1, 


(78) 


Pk = 


« » • 


在“排队论” (Queueing Theory ) (群众服务理论） 中， 它 被称作 埃尔朗 ( Erlang ) 公式. 

§20. 现在来解释,在经典问题中怎样自 然而然 地产生前面所研究的模型,它具 
有在图17中所指出的转移概率. 

设有某个 “排队系统” （“ 群众服务系统”， 俄文缩写 CMO ), 是由 n 个相同的服 
务装置组成.需求服务的人群流要进入这个服务系统，假设需求服务的人群流构成 

Poisson 流，即需求服务的人到来在时刻+&，…，这里{匕}生成 Poisson 过程 

(参见，第三章,定理 2), 且认为在它们的每一时刻仅有一个需求服务的人. 

研究“带拒绝系统”，也就是说,如果所有的服务装置已被先来的需求服务的人 
群占满了，则这时新来的需求服务的人将被弃绝（出现“拒绝”).这样的例子如，当电 

话线被占据 满了. 如果有了空的服务装置，则新来的需求服务的人瞬间得到服务（可 
以研究各式各样的服务规则，为了简化我们将不去涉及.我们这里，认为需求服务的 
人无论进入那一个空的装置是无关紧 要的； 在每一个服务装置中，若一个服务装置 
被占据的话,有且仅有一个需求服务的人).自然地认为系统在时刻 t 的状态是 
服务装置被占据的数目. 

• 现在准确地刻画这个服务特征.假设每个需求服务的人服务的时间都是具有参 

_ 

数为 p > 0的指数分布的随机变量除此之外，每个需求服务的人都是彼此独立 

的，且描写服务的时间长度的随机变量，不依赖于需求服务的人群流所给出的序列 
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般排队论系统用 a \ b\c 表示,这里符号 a 指出的是随 机变量 6 的分布 （根据 
前面所说,需求服务的人到来的时刻 n 6 +…+匕，这里 《 fc 是独立同分布随机 

变量， k ^ l ), b 表 示服务的时间长度的分布， 且不依赖于 {6} ， c 是 服务装置的数 

量.对指数分布来说,传统地用 M 来表示.这样,我们所研究的系统是 M | M | n . 符 
号 G | G|c 可说明关于所利用分布的没有特别假设（“ G ”， General ). 符号以后有可能 

扩充，例如，当在需求服务的人到来的时刻 r fc , 不仅有一个需求服务的人，而是仅有 
一群需求服务的人,等等. 

如果 iV = { N u t > 0} 是根据序列 {6 J 所构造出的 Poisson 随机过程.事件 

( t,t + h ) 表示在时间 { t , t + h ] 中恰好有 m 个需求服务的人到来，则 


I fc 


A 


( M ) 


—Xh 


t + h )) = P ( N t+h - N t = m )= 


m = 0, 1，… 


e 


m ! 


因此， 


-Xh 


l-Xh + o ( h ), 当 

=Xh + o (/ i ), 当 h — > 0+; 


P(Ao ( 亡 ， f + ")) 

(亡 ， f + / i )) = Xhe 


=e 


一入夂 


(79) 


一 Xh 


_ X/h 


U 在 m((，f + 怂) 


(/ l ), 当 — 0 + 


— Xhe 


1 — e 


P 


= o 


m ^2 


对服务的时间长度随机变量 r ? 的分布密度 


， x > 0, 

x < 0, 


— fJLX 


fie 


(80) 


P v (x)= 


0, 


即对 > 0,有 


P v (z)dz 


-\{x+y) 


e 


- \x 


x+y 


(81) 


= P(?7 > x ) 


P(?7 > x ^ ry \ r ]> y ) = 


=e 


—乂 v 


e 


Vr]{z)dz 


y 


进而说明了，工作的服务装置还要工作时间 $ 的概率，不依赖于这个服务装置 
已经工作了多少时间（在具有分布密度的分布函数类中，指数分布是唯一的满足条 
件 （81) 的).注意， 


—ph _ 


fih + o { Ji ) 当 A ~^ 0 + . 

每个服务装置工作不依赖于其他的.因此,在时刻 t 由 a ： 个工作的服务装置中 
恰有 Z 个在/ I 时间内结束工作的概率是 C l k p l h {l - p h ) k ~ l ( Bernoulli 概型).因此，设 
B k > i { t,t + h ) 表示事件“由个工作的服务装置中恰有 Z 个在 { t , t + h ] 时间内结束 


P(ij < h ) 


1 -e 


Ph 
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工作”，于是得到 


— jjih〔k _ 1 ) 


P ( B kA ( t , t ^ h )) = k ( l - e ^ h ) 


e 


= k{ixh 4- o ( h)(l — (fc — l)fjth + o ( h )) 

— kfih + o (")， 当 /i — 0+; 


U t -\- h ) 


1 — (1 — kfih ) — kfjih + o ( h ) = o ( h ), 当 h — 0 + . (82) 


P 




1^2 


事件 C . j^t + h ) 表示系统在时间 （ t，t + / l ] 内实现由 i 状态转化为 j 状态， 
可以想象为如下面的形式（为了书写简单，在集合中不再写变量 t 和 t + 如果 

1 — 1，贝 IJ 


^ iji+r = 々 r 丑 4, oU 乂 r +1 召 i，lU • . • U 八 。 召 i ， i ， 对 r = 1， 

A ) 氏， rLMl ^， r+lU …对 


,n — 1 ， 


* * * 


1， 


r 






* 


t,t—r 


对 Co，fc 和 C n ， fc(/c = 0, 1， 

性和用 （79) 式和 （82) 式，对 Pij ( h ) = P ( C^(M +⑼导出了公式，它在前面的“转 
移图解”中所给出了. 

应该强调的是，我们只是借助于模型来说明了导出 Erlang 公式的意义.不难发 
现，这里涉及了一个重要又复杂的问题：借助于无穷小特征能否引出一个马氏过程 

(给出矩阵 Q , 例如，解 Kolmogorov 方程组).事实上，回答这个问题并不是那么很简 

单的（参见,本章的补充). 


, n ) 有类似的表示式.利用事件和的独立 


§21. 再一次回顾公式 （78) .当 fc ：= n 时，对量歹 n 可以理解为 在平稳的状况 

下，需 求服务的人被 拒绝的概率， 即经过很长的时间, 所有 n 个服务装置被占据满了 
概率，它接近于 ？ n (推论3保证 Pj (t) 以指数快速收敛于汚).下面的表（参见， [19; 

p 48,49 j ) 


n = 2， p = 0.3 P2 ~ 0.0335 

n = 4， p = 0.6 p4 ~ 0.0030 

n = 6， p = 0.9 pq « 0.0003 

说明了，在负 栽系数 p = A//X 与服务装置的数量成比例的扩大，可以显著地 减少被 
拒绝的概率（在平稳的状况下).对 P 的负载系数称呼与随机变量7/的指数分布有关 
(参见 (80)), 这时有五 r / = 1/ M . 因此 p 是一个需求服务人的平均服务时间与要进入 
这个服务系统两个需求服务的人的间隔时间的平均时间的比 . n 

注意,服务装置被占据的平 均数量 （在平稳的状况下）等于 f ： = pil-PnY 


fe=l 


值得注意的是， Erlang 公式在更一般的情况下起作用，特别是当一个需求服务 

人的平均服务时间与前面的一样,等于 i /； i ， 但是这时的时间分布不一定是指数分布 

(参见 [66]). 
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补充与习题 


试证定义 （1) 等价于,对每个 s g r 和任意的 Ae ^ s.Be 满足等式 


1 


* 


(83) 


P ( AC \ X t ) = P { A \ X t ) P { C \ X t ) 


注意,如果 (^ s ) s eT 是马氏过程 X = { X u t e 的自然代数流，则以满足 
(83) 形式的马氏性定义具有 对称性 （相对于“过去”和“将来”）特点，这意味着，在 
固定“现在，’的情况下，“过去”和“将来”是条件独立的. 

2. 设 X = { X u t G T ] 是马氏过程, TCE . 试解释，为什么 { X,t € ?7},这里 
C / CT , 同样是马氏过程.特别的，如果 { X u t ^ O } 是马氏过程,则对任意的 A >0, 
过程 X A = { X fcA , fc >0} 也是马氏过程.相反的结论对吗？ 

3. 设 X = { X t , t ^ O } 是对每个6取值于可测空间 （ S ， 激）的马氏过程，且 ( V ,^) 
是可测空间，函数 h t ： S ^ V , h t e 潘 K , o 0. 试证,对每个 * 彡0,如果心是一一映 

射，则 y = { r t = h t ( x t ), t ^ o } 同样是马氏过程.试举例说明，如果—映射的条件 
不满足,则这个结论可能不成立. 

4. 设 X = { X t ,t >0} 是取值于 SCM 的马氏过程，且％ = PQ ], 这里 [.] 是数 

的整数部分 .Y = { U 彡 0} 是否是马氏过程 

5. (与习题3比较).设 W = {灰⑷=(的⑴，…，彡 0} 是 m 维 Brown 

/ m \ 1/2 

运动， JC m = (X m (t) = ( I： Wl { t ) ,o 0} 是贝塞尔 (Bessel) 过程，即过程 W 的 


? 


fc=l 


I ^ x^t) = IW^t)] 


向径部分 .x m 是否是马氏过程？注意，当 t 彡0时，对 

6.设X = { X u t 彡 0} 和: K = { Y u t ^ 0} 是实马氏过程 • 过程X + y 二 
{ X t + Y u t > 0} 和 二 { X t Y u t ^0} 是否是马氏过程？对特殊的情况，当％ = c ⑷， 
这里 c(t) 是确定性函数时，有何结论 


m = 


? 


7•设 {Xkt fc = 0,1,… } 是实马氏过程.假设对 t € [fc. A: + 1), fc = 0, 1, 

( t - k ) X k + (fc + 1 - t ) X k+1 , 即研究在 (0,oo) 上具有节点 ( k ， X k ) 的连续折线.过程 

x = {X £ ,t >0} 是杏是马氏过程？ y = {Yt = x lt] ,t^0}, 这里 [•] 是数的整数部分, 

是否是马氏过程？ 


，不 


* 


设匕乂 2 ,…是以1/2概率取值于1和 -1 的独立同分布随机变量.且为= 

S k . 试证过程X = {X n ，n 彡 0} 不是马氏 


0，& = 6十… +《 n ， n 彡1和叉 n = 


max 

O^fc^n 


过程 


试举鞅的例子，但它不是马氏过程.试构造出实马氏过程X = { X u t G T}, 
且对所有的 t e T 有 E \ X t \ < oo, 但它不是鞅的 例子， 

10.设??，6，(2，.，.是独立随机变量，且匕乂 2 ,.，.具有[0，1]上均匀分布，V是 
具有分布函数⑻的实随机变量.假设，若^ %则& = 1，若匕> %则 

S n = — l(n — 1,2, • ■ • ^ 1} 是否是齐次马氏过程 


■ 


7 
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11. 如果条件（ I 2 )仅对函数 f(x) = x,x eR, 成立，实 Gauss 过程 X = {X t ,t ^ 

0} 是否是马氏过程？ 

12. 试证实 Gauss 过程 X = { X t ,t e T},T C M 是马氏的当且仅当对任意的 
h<t 2 < t 3 (t u t 2 ,t s eT) 成立下面的等式 


r ( ti , t 3 ) r ( t 2 , t 2 ) = r ( ti , t 2 ) r ( t 2 , t 3 ), 


( X s , X t ), s,t eT . 分式 Brown 运动是否是马氏过程? 


这里 r (5, 亡）= 

13. Ornstein - Uhlenbeck 过程（第三章定义 13) 是否是齐次马氏过程？ 

14. 设 P ( X 0 = 1) = P(X 0 = -1) = 1/2, Xo 旦与具有强度为 A > 0 的 Poisson 

过程 AT = 独立. 设过程 X = { X t ,t 彡 0} 在 Poisson 过程跳跃点处改变 

自己值为相反符号的值.过程 X 称作电报信号，是否是马氏过程？试画出这个过程 


COV 


的轨道图形. 

15. 对 $ > 0设 l = inf{t ^ 0 : W ( t ) = x }, 这里 W = {研 ⑴， i > 0} 是 Wiener 

过程.试证 { r x , x ^0} 是独立增量过程（因而，根据定理3是马氏过程). 

16. 设； i ： = {x u t ^ 0} 是马氏过程，对 S > 0定义过程 y = { F t = X s . t ,t G 
[o, s j}. y 是否是马氏过程？如果 x 是齐次的，过程 y 也一定是齐次过程吗？ 

17. 试证 Brown 桥（参见第五章§9的定义）是非齐次马氏过程. 

18•设 x = { x u t ^ o } 是在 [ o , oo ) 上的随机过程 ， y = = ( X t : t ), t ^0 ). 试 

证过程 X 与 F 是马氏的只能是同时的.试证，如果 F 是马氏过程，则这过程一定 
是齐次的.马氏过程 X 与 F 的转移函数有何联系？ 

非常有趣的是马氏过程具有同样的有限维分布,但是可能有不同的转移函数，正 
如下面的例子给出的. 


例 3. 设 S = R ， 涿=逖 ( M),r = [0,00). 取初始分布 Q = S 0 (狄拉克 ( Dirac ) 测 

度，集中于0点的 ). M xeR , t ^0 ,Be ^( R ) 引入函数 

P(x,t,B) = 1b ㈤ ， P(x,t,B) = l B (a; + sgn x), 

这里， sgn a : 是根据 ( IV . 16) 所定义的. 


很容易看出， P 和 P 具有在§12中的性质 1°) 〜 4°), 因此，是转移函数.利用 

(35) 式，可得由和戶导出过程的有限维分布,恒等于 0. 

19. 设 X = { X 以彡 0} 是对每个 （ 取值于某个 Polish 空间 S 的齐次马氏过程. 
试证，存在可测函数 ：Sx [ 0 , 1 ] -4 S ,5 ^o (gp h s e 涿⑸⑭ 涿 ([ o , i ])| 潑 ( s ), 5> o ), 
和具有均勻分布的随机变量氏， s , 它是独立于 { X u ,0 ( u $ t } 对任意的> 0,使 

得有 x t+s = 

20. 设取值于的齐次马氏过程，它的转移函数具有 性质： 对所有的 X,y e 

E m ,t ^ 0 ,B € 潔 (] R m ) 有 P ( x y t , B ) = P{x + y y t,B + y ). 试证,这个过程具有独立 


对所有的 i , O 0 


a»s . ， 


增量 
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21. 试证，具有强度为 A > 0的标准 Poisson 过程服从“强大数定律”：当亡 
时，有 N ( t)/t ^ X 

22 (“等待时间的悖论”).设根据第二章定理2,利用具有指数（参数为 A ) 独立 

随机变量序列 {&} 构造的 Poisson 过程 TV = { N tj t ^ 0}. 试求,对固定的0随 

机变量 a = 的分布，即积累部分和 S k = 念 b , k 彡1， “穿越”水平*的 

量.与这个相的是下面等待问题.设&是在给定站上，两辆公共汽车到达之 
间随机时间的区间.试问如果是时刻 t 在车站将要等候多少时间才能等到下一辆公 


a.s 


共汽车? 


23 (习题22的继续).试证，对每个固定的时刻 i > 0,前面所引入的随机变量 

构成具有参数为 A 指数分布的独立随机变量序列. 

与 Poisson 过程有关的，我们将较仔细地讨 论没有重复点的随机点过程 的基本 


Ct ， + 2 ? ^Nt +3 


构造 


设在某个概率空间⑴，多， P ) 上给定随机变量序列使得对 
这里 P ( Qo ) = 1有 


€ ^ 


时有 


，当 


(84) 


0 < Ti < T2 < 


丁 n 




定义 11. 所谓点随机测度 M :潑 (®+) X ^ ^ Z + = Z + U { oo } 由 

oo 

= ^2s tk(cv) {B), 

fc=i 

给定，这里，序列 { r k } k >1 如前面所述, 4是 Dirac 测度. 

对每个固定的 a ; e D 。， 显然， 〆 •，⑷是在潘 ( R +) 上的取整数值的测度.条件 

(84) 导致是拉东 ( Radon ) 测度,即在 R + 中紧子集上有限测度，因此, 

对这些 w 是在潘 ( R +) 上 a - 有限测度. 

注意,引入的构造给出 了没有重复点 随机点测度，即测度,对它有 M { i }， o；K 1, 

当所有的 i € E + W a ; G Q 0 - 

定义 12. 对6 > 0以如下 方式引入随机点过程 1" = { Y { t ), t ^ 0}. (这里 F (0) 


(85) 


B G 满(股+)， 






0 ) 




( 86 ) 


这里点随机测度 /x 是由 （85) 式给出的. 

显然，对 t e R + 和 n e Z + = {0, 1, ‘ • • } 有 { Y ( t ) ^ n } = { r n ^ t }, 因此，对每个 

te R + , Y ( t)e 多 K 这里 W 是 cr - 代数，由所有有限或者可数心的子集所组成. 

24. 设对所有的 B = E / i ( S ,-), •这里 •) 是由（姑）式给出. 

函数 m (.) 是否是在 ^( R + ) 上的测度？具有强度为局部有限测度 m 的 Poisson 过程 
是否可以表示成 （86) 式的形式？ 
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25 (与第五章定理14比较).试证随机点过程 （86) 式是 Poisson 的，如果 Y 是 
独立增量的，且在 1 R + 上随机连续的（参见 （1.56)). 

26. 根据定理 : 3, 随机变量 q =心+…+ fc e 如果各项是实独立随机变 

量， 则构成马氏链.如果 {r k ,k 6 N} 是满足条件 （ 84) 式的任意马氏链,那么 （ 86) 式 

是否是马氏过程？ 

_ 

■ 

定义 13. 设在某个概率空间⑴ ，多， P ) 上给定具有强度为 A = 1的 Poisson 过 

UN = { iV ⑴, i 彡 0} 和与它独立的随机过程 A = { A ( t )， t 彡 0}, 其具有 
有限，右连续，从0出发的轨道.被称作 考克斯 ( Cox ) = > 0}, 这里 

Z(t y uj) = 7^( 八 ( 亡 ,0 ； ) ， 0 ；)，对 t ^ 0, a; E n. 

27. Cox 过程是否是马氏过程？ 

定义14,称作随机过程 X = { X⑷， i > 0} 为“分数白矂声”，如果 


不降, 


a*s 


X ( t , U )) = ^2 4 >(t - T k (uj)) , 


(87) 


t ^ 0 


k=l 


是有限的， 这里， 有界 Borel 函数# R — R, 随机变量 r fc (fc e N) 满足条件 （ 84) 式 
(保证对每个 〖 > 0 级数 （ 87) 式在集合％上以概率 1 收敛). 

在其他的一些文献中会遇到一些与“分数白噪声”相关的问题.例如，在 （ 87) 式 
中引入随机振幅和规范因子.甚至于研究给 定在] 上分数白噪声的随机场. 

28. 试求过程 （ 87) 式的协方差函数,如果序列 { r k } k>1 给出了具有强度为 A 的 
Poisson 随机点过程.如果有界函数 0 是 Lebesgue 可积的，是否对每个 f > 0, 级数 

(87) 式就以概率 i 收敛. ^ 

给出标值 随机点 过程的定义,它是前面引入的“随机点过程”概念的自然而然的 
推广.假设除了随机变量序列 { r k } k>1 满足条件 （ 84) 式的之外,在同一个概率空间 
( U ^, P ) 上有某个实随机变量序列 { Vk } k^u “栓靠”在时刻 r k ,k ^ 1 ±.例如，可 
以想象在随机时刻保险公司要付出一些随机数值％.下面将给出量 r? fc ，/c > 1为 

“标值”或“标记”，直观解释. 

定义 15. 被称作标值随机点过程是下面形式的过程（以集合 C 为指标的)： 


fl{C]Lo) = > : ⑼ )(C )， 


潘 ( R +) X 潔 ( R )， 


€ Q 


u ? 




函数 


D ] oj ) = / l ((0, t ] x D ] uj )^ t > 0, D E 潘 ( M )， 


称作计 数函数 （与 （86) 式比较) 

根据 （85) 式有 


= Ji(B x M , a ;) 
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除此之外， 


当 Y(t,uj) = 0, 

T IdM, 当增彡 i ， 


0, 


y ( t ) 


( 88 ) 


Y(t,D;uj)^ 


k=l 


这里过程 F 由公式 （86) 给出的 _ 

29, 对固定的潔⑻,试画出 Y ( t , D ), t ^0 的轨道图形. 


m ㈠的 Poisson 过程，它的跳 


30.设 TV = ^ 0} 是具有伴随测度 


跃点 iV 给出了序列 { r k } k ^ 且设 [ Vk } k ^ i 是独立同分布实随机变量, Law(r? fe ) 

取 D e 使得 P ( D ) > o . 试证，由公式（ 88 )所确定的 “疏伐过程” 是具有伴随 

测度 的 Poisson 过程. 

关于随机点过程和场，参见,例如，[111， 178]; 特别是关于标值随机点过程,参见 


P 




[156] 


现在，给出关于（标准的）马氏链X = { X ( t ), t ^0} 的无穷小矩阵 Q 和链本身 
行为之间联系的直观表示.设 


-qu < oo \ 对所有的 i G S, 

过程X在半直线 [0, oo) 上是 随机连续的， 根据第一章定理I 3 ,它有可 分修正 （借助于 
任意的一个可数的可分集 K c [0,oo)). 设在时刻 s > 0,过程以概率 P ( X ( s ) = i )^0 
处于状态 i. 这时，对任意的 t > 0 (考虑到过程X的可分性）有 


(89) 


qi ：= 


P ( X ( u ) = i , s ^ u^s + t \ X ( s ) = i ) 


P(X(u) — ijS ^ u ^ s ^- t ) 


P { X ( s ) = i ) 


lim P ( X ( u ) 二 i , 对 

►OO 

=lim ( pu ( t 2~ n )) 271 = exp {- qit }, 


0,…，2打) 


5 + tk 2~ n , k 


u 






P ( X ( s ) = z ) 


(90) 


因为由&的定义得到 


Pa{h) = 1 一 Q%h + o ( Ji ) 当 h ― >■ 0 + 时. 

如果 i = 0则公式 （90) 左半部分等于1，因此给出的关系式对所有的 O 0成立 • 

公式 ,(90) 左半部分是 在时刻 s 时过程 X 处在状态 i 的条件下，在时刻 s 以后 
继续待在状态的时间不少于 * 的条件 概率. 这样，结果不 依赖于 s, 好像对齐次过程 

以前发生的那样.因此，可以谈论过程从任意的时刻起, X 待在状态 i 时间长度- 

这样,就证明了（与第二章定理2比较） 

定理 12. 设齐次马氏链 X = { X ( t) y t ^ 0} 满足条件 (89). 这时，过程待在任 
意的状态 i 条件时间长度是具有参数仿的指数分布. 
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对马氏链，正如在§1中所指出的，重要的是状 态的分 类问题（常返的， 周 期的状 
态等).对离散时间的马氏链,这方面内容可以参见，例如，丨85, 78, 101]. 

定义 16. 状态 i , 对它有0 < & < oo , 称作逗留的.当仿= 0时,状态 i 称作吸 

状态 i 称作 瞬时的 


引的.如果 


q % = 00 , 


攀 


如果过程进入到吸引的状态，则它将“永远”待在那里（这是由于 （90) 式，当 


0时). 


Qi 




为什么称作“瞬时的状态 ”• 将在习题中解释 

31. 设在状态 i 有 

进入到这个状态，瞬间即离开它. 

具有瞬时状态的马氏链是非常复杂的.有趣的是，存在齐次马氏链的例子,它的 
所有状态都是瞬时的（参见 [21]). 

设过程 X 是 保守的 （参见 （63) 式).当仿# 0量 qij / qi , j ^ I 可以解释 为由状 
态 i 到状态 j 转移概率的强度. 准确地说，设对 j 


这时过程 X 待在那里正的时间长度的概率为,0.，即 


qi = 00 


* 


Fij { t ) := P ( X(s + t ) = j \ X ( s ) = i , X ( s -\- t ) ^ i ) 


很容易看出 


Fij { t ) = — Pu(t)) ^ qij / qi 当 t ^ 0 + 时 

和 E 阳 < 队则 1 - E Qij /^ 可以看作“过程进入到无穷”概率 


(91) 


如果0 < & < 


oo 


3^ 




的强度. 


上面给出的矩阵 Q 元素的解释，自然而然地用下面的方法可以构造马氏链，该 

方法属于 Doob . 

a 

设 S 是有限或可数集, X = { X ( t\t ^ 0} 是具有无穷小矩阵 Q 的保守马氏链, 

Rqi e (0, oo),i 6 S . 递推地构造分别取值于 S 和 R + = [0, oo ) 的随机变量序列 

切和使得??1具有任意的分布， 


(92) 


P(ri > t \ r]i = i ) 


, t >0, i e S , 


e 




e IR + 设 


当 n > l ， i ， j ， h , 


? ^ S’ Xi ， 


， 


* » ， 


V « • 


D = Qij / ^ ^ 3i 

• (93) 


P(Vn+i =j\ri = Xi, 

P(T n+1 - r n > t\rx = Xi, 


? Vn—1 ~ ^n — lj Vn 


，丁 n = X n ,T]i = ti, 




—qjt 


=j) = 


7 n = 2 n ， ^7 n+l 


e 


， T n = x n ,rj! = ti, 


试证，在概率空间 （ R 多， P ) 上存在前面所述的随机变量序列切 n } n ^ 和 

是否有 


32 


參 


{ r n } n ^ 且满足条件 （92) 和 （93) 式.这时，0 ^ r 0 < n ( ij ) < 

?试证，当 sup qi < 00 时，该结论显然成立- 


8LS" 




lim r n = 


OO 8 LS 
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33.设 tq ( w ) = 0 


利用在习题32中所述的随机变量序列 u n (n > 1)，认为 
满足条件 （84) 式， 引入过 程 Y = { Y ( t),t ^ 0}, 假设对 n 彡1当 r n ^ i ( u ) < t < r n ( uj ) 
时， Y ( t , u ;) = r ] n ( u ) (Xt uj 当那些 n 彡 1 使得 r n _ i ( a )) = 设 Y ( t , u ) = 0). 试证 

r 是具有与过程 x (它确定了矩阵 q ) 同样有限维分布的马氏过程.如果某 个量沿 
等于0,如何修正引入的构造？ 

与上面最后两个习题有联系的应该注意下面的习题. 

_ 

34. 试证， supqi < oo 当且仅当6 — 0+时 一 致地对 S G S 有 Pu ( t ) — ^ 1 (或者等 


a.s 




价的，一致地对 i，j e S ， 当 f 0+ 有 Pij ( t ) — 5 i：j ). 

35. 试举出不满足条件 （49) (标准的）例子.试举出满足性质 （49) 式,但不满足 
条件 （89) 的例子， 

在匀题33中指明了，如何才是保守的无穷小矩阵 Q , 构造马氏过程，其具有无 
穷小矩阵为 Q 的转移概率半群.这个问题的另一种提法是稂据半群的生成元（无穷 
小矩阵）来恢复半群 ( P ( t)) t ^ Q (参见,例如， [23]). 如果 我们成 功地构造了随机半群 

它具有给定的矩阵 Q 为无穷小矩哞，则随后定理5保证构造过程本身具 
有转移矩阵 P ⑷（甚至于是一族马氏过程，因为是依赖于初始分布而改变).为此,在 
这方面提出了下面的习题 

36. 设状态空间 S 是由 有限数 JV 个元素所组成，转移矩阵 P ( t ) 是标准的.试 
证,这时这个矩阵有如下的表示： 


(94) 


尸⑷= exp { iQ }, t > 0, 


这里 nxn 矩阵 g 满足条件: 


对 i # ：?•有 qij > 0和对每一个 i 有 y 2 qij 


(95) 


= 0 


相反的，如果矩阵 Q 满足条件 (95), 则公式 （94) 确定一个标准的转移概率矩阵. 
现在研究更一般的具有实的元素的矩阵 Q = ( Qij ) W s , 这里 S 是可数的， 

对 ieS 有 V qij ^ 


且当 i ^ j 时有阳彡0,① 


(96) 


0 


i = 一 Qii > 0, 


提出如下的问题:是否存在随机半群具有自身的无穷小矩阵是矩阵 Q ? 

寻求这个问题的解,最方便是从 半随机矩阵类 ( P ( O ) t ^ o 开始,它正如以前所述, 

满足条件 （37)， 而在 （39) 式中对条件 Y ： 讀) = M > 0 ，i € S 给予了较少的限制 

* 

要求⑷彡 1， （彡 0 , i 6 S . 这个问题的解通常称作 Q - 解，意味着是：如果 

■ 

EjPu (h = 1 对所有的 t ^ o , ieS , 则说是 正常解 （或过程)， 而 如果满足的只是不等 
■ 

S ⑴< 1,0 0 ,i e S , 则说是 非正常 解.在第一种情 况下， 事实上存在 着马氏 
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链（自然是可以改变初始分布)，它具有转移概率 ^^⑷, t > o . ijes . 在第二种情况 
下，也可以构造相应的马氏过程爻，它是扩充了状态空间 s ， 附加了补充点，例如说 
00 ,且对它们定义如下面形式的转移概率 f ⑴： 




当 i，j G S ， ⑴和 Poo ， j(t) = ^ooj ? Pi ， oo ⑴ 


t ^ 0, 


1 — 




与上所述有关的是研究 Kolmogorov (向前和向后）方程组解的存在唯一性问题 • 
许多作者利用不同的方法研究了该问题.费勒 ( Feller ) 利用拉普拉斯 ( Laplace ) 变换. 
饶太尔 ( Reuter ) 和列杰尔曼 ( Lederman ) 采用了用“截矩阵”逼近矩阵 <5的方法. 

加藤敏夫 ( Kato ) 借助于扰动理论(详细参见,例如， [1]). - 

有趣的是，方程 (65), (72) 本身可以认为或者是狭意义下，（即所有的為⑴对 
O 0是连续，且研究的方程对所有的 t > 0是成立的)，或者广意义下，即阳⑷绝 
对连续,且研究的方程对几乎所有的（依 Lebesgue 测度 ） t > 0是成立的. 

37. 试证,在上述的两种意义下（在狭意义下和广意义下)，对 Kolmogorov 方趕 

组来说是等价的.对向前方程，这个结论得到需要克服相当大的困难. 

定理 13. 设满足条件 （96). 这时，存在 Q - 解，既满足 Kolmogorov 向前方程 
组，也满足 Kolmogorov 向后方程组.除此之外，向后方程组 (64), 在半随机矩阵类 

中有唯一正常 Q - 解的充要条件是同时也对向前方程组（ 7 1)成立. 

详细的证明可以参见，例如， [1]. 


定理14 ([180]). 设矩阵 Q 满足条件（96)，且是保守的，这时，下面两条件之 

一 都是存在唯一 Q - 解的充要条件. 

1. 对某个 A > 0方程 （Q - XI)x = 0的唯一有界解是 

意味着 sup hi < 


(0,0，...）' 其有界解 


x 




oo 


(0：1， X 2, …）' 其中 


2. 对某个 A > 0方程 （Q - XI)x = 0的唯一非负有界解 

( 0 , ()，_••)*. 


x 




所有 Xi > 0,对该方程来说是 


X = 


38 (参见习题 34). 试证,如果 siipgi < oo , 则 Kolmogorov 向前、向后方程组有 


唯—解 


有趣的是， Kolmogorov 方程组解的存在唯 一 性问题与马氏链轨道性质有关*正 
如下面的定理. 


这时 Kolmogorov 向前、向后 

方程组成立的充要条件是，几乎所有的轨道具有下面的性质：如果，从一方面（从左 
面或者从右面）当 


定理 1 S (参见， [82; p .341])* 设所有的①< 


oo. 


则当 S — t 时有 X(S ， U)) 


两 


t 时有 X(s,uj) 


―> 00 , 


方面 


对 Kolmogorov 方程组解的唯一与不唯一性， 生灭过程 是一个很好的例子, 
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定义 17. 具有状态空间 S = {0, 1，… } 的齐次马氏过程 X = 彡 0} 称 

作生灭过程，如果它的无穷小矩阵 Q 具有下面的形式： 


阳= 0,当 \ i - j\>h 


—( 入 i +叫）， 


= A , 


Qi,i+l 


— 1 = "i ， Qii 二 


0,糾 > 0 ,i > 1和\ > 0 ，i > 0. 如果对所有的 i > 6 有叫 = 0,则称过程 


这里 


"0 




是纯生过程，而如果对所有的 i > 0,有= 0,则称过程是纯灭过程 


39. 设纯生过程，且 EA - 1 

■ 

解， Kolmogorov 向后方程组有无穷多个解 • 试证，对纯灭过程，且< 00 ，则 

m 

Kolmogorov 向后方程组有唯一解, Kolmogorov 向前方程组有无穷多个解,其中正好 

有一个正常解. 

为了对生灭过程的一般结果的表述，引进如下面的符号.设 


试证，这时 Kolmogorov 向前方程组有唯一 


< oo 


* 


丌 0 = 1，丌几=(入 0 入 1 • • • A n _ i )/(" o"i … n eN ^ 


[^丌 n + (入 n 兀 n )— 巧 


s=y^ir n ^^( 入抓 ) - \ 


R = Y ^( x n ^ n r 1 J 2 

n—l i=l 


T = 


冗 i ， 


n=0 


i=Q 


定理 16 (Leiderman - Reuter ). 设矩阵 Q 是保守的，且满足条件 （96) 


这时， 


1.若 i ? = oo , 则正好存在一个 Q - 解，它是正常解，且满足向前方程组 

2 •若 i ? < oo 和5 

该解是非正常解. 

3.若 i ?< oo 和 S <00, 它等价于条件 r <00,则存在无穷多个 Q - 解，且满足 
向前方程组，但仅有一个解是正常解. 


则有无穷多个 Q - 解，且仅有一个满足向前方程组,但 


OO, 




1 


前面研究的只是离散状态空间 S 的马氏链所满足的 Kolmogorov 向前、向后方 
程组.应该指出的是，与此相关的是在1931年 Kolmogorov 的经典工作“概率论中 

的分析方法”（参见 [33]). 在那里对更广泛空间，特别是对 S = R d 给出了向前、向 
后方程组.这时，相应的向前、向后方程组已经是偏微分方程.（这样的向前方程的 
一些类型,较早在物理中被福克 （ Fock )- 普朗克 ( Planck ) 研究过 •） 关于这方向的研 

究，可以导出扩散过程的模型,参见，例如， [12, 76, 192]. 在第八章我们将作为随机微 

分方程的解来研究扩散过程的构造. 

■ 

在一般理论中与马氏过程概念相提并论，且非常重要的是随机过程马氏族的 


概念. 


设 （ St ， 藏)是 Borel 空间 ，: T C IR ， 且 P ( s } x , t , B ) 是转移函数_取任意的 

T 和作为初始分布取测度 Q 5 (-) =心(•)，这里 a : € S s , 在某个概率空间上存在马 


s e 


氏过程 


= {Xp x ,teT s ：= [s ， oo)nr }， 
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具有给定的转移函数，使得有 XJ ， 

可以在空间 ( S T . s ,^ Ta ) 上直接地给出（参见 (1.42)), 且赋予概率 Q SvE = Law ( X 5 ^) 
在 D = S T 上,利用下面的公式重新定义过程 


借助于 Kolmogorov 定理,这个过程 X s ， 


= x a.s 


9 4 


O ) := Ot 工 W )， 〖 e 7 ；， 


(97) 


6 St 


表示函数由集合： T 到集合 T , 的压缩映射.引入 

n 子) T ； T s , 且在其上定义测度 Ps , a ： = Qs , x ^ t } t s ' 

’不难看出 ， Yu = { Y t s ^ x , teT s } 是在 ( n ,^ > s , P s , x ) 上的随机过程. 

{ Y t s ' x ( u),t e T s ,uj G n } 是在 

_ 

_ 

( Q ,^ S , P S > X ) 上马氏过程，且具有转移函数尸 ( a 5)，除此之外，（依测度 P S ， J 有 


这里 


代数^ 


丌 T 工 


(J — 


定理 17. 对每个 s T 和 a : € S s ， 过程 


y/ ， 


=x a*s. 


，等式 Qs = 是显然的.验证，对任意的点 u, t G T{u ^ t) 


证.因为 y / 
和5 e 诼有 


{ Yt X e B\Y^ X ) = Piu.Y^^B) ( a ^ 依测度 P ,,,) 

为此只需要证,对任意的 d e 乳有 

P s ^ x eB , Y^ x eD ) = 


P 


P ( u , Y ^^ B ) dP Si 


(98) 


{ Y t ：- r eD } 


利用在空间 ( Sto ^ t s , Q 5 , x ) 上马氏过程 Xw 有 


P ( u ^ x , t , B ) dP s ^ x = 


P ( u , X ^ x ^ B)dQ 

= QsA^ x ^ B ， X s ， eD) = FM X e B.Y^eD), 


{ xt ^ eD } 


{ Y ^^ eo } 


于是证明了 （98) 式. 

过程 W 的马氏性,即性质 （12) 类似可以验证 .口 

注意,对过程 yw 来说， （97) 式的表示是相当的复杂，在积分由一个空间过渡到 

另一个空间的时候，为了方便应用公式 （1.23), 引入下面的简化.显然对 t G T s ,ujen 
有 Y ：^{ u :)= u { t ). 另一方面可以说，我们已经有表示完全化了一个直接给出的过程 

V = {y(t) J e T }， 即 Y(t,aj) = Uj{t),t eT,ueQ = S T , 它可以对不同的: r 中的 s ， 
当 f e r ) 时进行研究.这个过程，可以看作 在乃和 ( n ^ > s , P s , x ) 上的过程， 
它是具有给定的转移函数马氏的,且在时刻 s 它从点 x € S s (a.s. 依测度 P S ) X ) 开始. 

因为 tT -代数是由对 t G T s 空间 S：r 的坐标映射组 vr T ， t 所产生的，且多> 
如前面所用的一样，表示已经完全化了.换句话说，多、= a { Y u teT s }. 

定义 is . 在概率空间 ( s Tl ^ T , Ps , x ) 上所引入的马氏过程 y 5 - x 称作随机过程 

马氏族（马氏族). 
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因为对每个 s e r 有 c 则测度可以延拓到多=使得对那 
些不包含在 多、 s ' 但是激 T 中集合的测度为 0 . 于是这样就出现了可能在同一个可测 
空间⑼多）上给出了不同的测度对 S eT ,: r € S s . “出现” 了在时刻 S 由点 X 出 
发 （ a . s . 依测度 P s , x ) 的一些马氏过程，且在这族中的所有过程= { Y t s ' x \ teT s } 

都将具有同一给定的转移函数. 

很容易解释对马氏族转移函数的含义:对 : r G S s ,B G 風有 


{ Y t s ' x eB ) = P ( s，x 山 B ) ( a . s . 依测度 P ^), 

其中 € T(s < t ). 这里我们利用了 PR 6 B \ r )) = P (^ G B ) a . s ., 如果 77 

Sc 是常数. 

马氏性的定义 （ 1 ) 式以及我们所研究的其他定义可以向不同方向进行推广.例 
如，在小册子 [23] 中给出了马氏过程的定义，它的生存时间是随机的，即轨道可以在 
随机时刻可以断掉 （可以直观地想象突然间粒子“毁灭” 了).为了将马氏性的概念 
推广 到随机 场上，我们还需要下面的定义. 

■ 

定义 19. 设给定概率空间 P ， 多， P ) 和 CT - 代数 衣減，威 C 多.称 (7- 代数 

S 分离 (7- 代数 M 和滅，如果对任意的 Afc e 為， k = 1，2,有 


P 


这 


= c a , s _， 


(99) 


P( 々 A 2 K ) 二 P ( 尊 ) p(a 2 k) 

根据这个定义，关系式 （ 83) 意味着，对每个 teT,cr- 代数 a{X t } 分离 (7_ 代 

数罵和 莎 > 

, 40 ( 与⑴式比较 ). 试验证 , 如果 # 分离 M 和為，则 # 分离 M V# 和 4 V# 

( 如以前所定义 , ^\IS = a{^^}). 验证条件 （ 99) 等 价于， 对所有的 4 G 成有 


P(^|M V ^) = P ( A |^) 


设 a - 代数 A C M 和对每个 a el , a - 代数心 分离 M 和泌则有 D A 分 


ael 


离 M 和為.如果满足 （99) 式，则 Mn^2 特别的，因为 cr { X t } C , 

在 （83) 中作为最小分离 a - 代数. 

代数 M 和4的独立性等价于它们被平凡代数# = { 0 ，叫所 


注意 


， C- 


分离 


简述 7 当参数集 T 不一定是数轴 M 上的子集的情况. 

随机函数 X = { X u teT } 产生出 a- 代数族 W ( U ) 二 a { X u t eU }, UcT . ^ 

一 般的情况下，这里自然没有“过去”和“将来”的概念,而借助于它们的很容易定 
义马氏性的概念.因此,对引入马氏随机函数 C / 15 C / 2 CT , 什么样的 a - 代数 〆 ( C4 ) 
和 ^( U 2 ) 可能有不同的“过去”和‘‘将来”的定义,又什么样的 a - 代数可以去分离 
(参见，例如， [62; 第2章],那里研究 a - 代数族，其指标为局部紧距离空间 T 中某个 
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开集族 A ). 我们在这里将不涉及广义随机场的马氏性问题.关于在 格点奸 上吉布 
斯 ( Gibbs ) 场和马氏场可参见，例如， [54]. 

对要进一步学习马氏过程和场，可参见[23, 24, 47, 56, 59, 62, 76, 82, 107, 113, 


150, 184] 



平稳 过程. 离散与连续时间 


有限构造（均方）测度.根据给定的构造（均方）测 


内容摘要：正交随机测度及其 
度来构造正交随机测度.对正交随机测度的积分及其性质.关于相关函>数谱分解卡鲁 
宁 （Karhunen) 定理以及用对正交随机测度的积分来表示该过程 ■ 广义平稳过程及其 
相关 函数. 赫格洛茨 （ Herglotz ) 定理.博赫纳 （ Bochner )- 辛钦 （ Khinchin ) 定理 • 

连续和离散时间平稳过程的谱表示 • 在 L 2 (⑺空间中的遍历性，滑动平均过程.相 


a 


■ ■ 


关函数及谱密度的统计 估计. 线性预测问题，规则和奇异过程，沃尔德 （Wold ) 分解. 
规则过程作为物理上可实现的滤波器.规则过程的柯尔莫戈洛夫 (Kolmogorov ) 准则 • 


Kolmogorov -塞格 ( Szego ) 定理. 


这一章研究的基本对象是广 义平稳 （随机）过程.重点是借助“简单”已作 
好的对象给出它们的典型表示（谱展式).对初学者必须要掌握 Karhunen 定理（§ 8 )， 

它给出了构造随机过程或场的典型表示（谱展式）的一般 途径. 为此，需要搞清楚确 
定性函数对随机测度的积分，它在§1-§7中详细的给出.在§ 9 中可以只限制于研 
究离散时间的过程，它的谱展式，以及利用这个谱展式去建立大数定律的不同结果 

一类重要的平稳过程是滑 动平均过程， 它在§13中引入的.希望能够熟识谱 
密度的统计估计问题 (§14). 至于本章的其他结果可以在复读时再去光顾. 

我们所关心的那个被称作随机_数的典 型表示 （谱展式)，需要详细研究根据 
给定的构造函数构造正交随机测度的问题，并且从对那样测度的随机积分中给出了 


§1 


(§ 10 ) 




构造 


设 JT 是某个集合 A 的子集所组成的半环，即对任意的人 SeJT 有 
JT , 如果 A c B 则 B \ A 可以表示成有限个中集合的并,它们可能依赖于 

和从假设每个集合 B e JT 对应一个复数值的随机变量 Z { B ) = 且值在 


A 
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L 2 ⑴ ） = I 2 ⑴，多， P ) 中. 

定义1.在 L 2 ( Q ) 中族 Z = { Z ( B),B € JT }, 其指标是由半环 JT 中的集合给 

出， 称作正 交随机测度, 如果 

1) 对 C e X "，5 n C = 0,有 丄 Z ( c ), 即 ( Z ( B) y Z { C )) = 0,这里（•， •) 
是在 L 2 ( Q ) 中的内积（数量积)； 

2) 对每个 B = 0 B k , 这里 B ， B u B 2 , … e JT 和凡 = 0 (n / m )， 有 


Z ( B ) = E ^) 


⑴ 


a * s .， 


而级数均方收敛. 

应该强调的是，由那些 u ； eQ , 使得性质 （1) 成立组成的集合，虽然有概率1,但 
是依赖 于集合(以后凡是随机变量的等式都理解为 a . s . 等式).不难 
验证，性质 1) 和 2) 保证了 Z 在上的有限可加性. 

弓 I 入测度 Z 的构造函数 （或 者构造测度, 或 者均方测度) ，设 




fi ( B ) = E | Z ( S )|^ S e JT . 

I 

利用内积的连续性，很容易相信集函数 " = JLC ㈠ 具有 可数可加性. 如果集合 AG 

则"是在 JT 上的有限^度.我们将研究较一般的情况，当"是 a - 有限测度，即集 
合 A 可以表示成 A = U An 形式，这里 A n e Jt , ju ( A n ) < oo 和对所有 n + m 有 


A m = 0- 

不难验证,如果在半环 JT 上给定 ( 7 - 有限测度 M ， 则在 I 上真有构造测度 M 
的正交随机测度 Z 的等价定义是：对所有的 B e 有 Z ( B)g L 2 ( Q ), 且对任意的 

S'e JT 有 


{Z{B) 1 Z{C)) = fi{Br\C\ 


( 2 ) 


注意， （6 7/) = E ^对《，7/ G L 2 ( Q ， 多， P )* 

正交随机测度 Z 称作中心化的，如果对任意的 B e JT 有 EZ ( B ) 

■ 

■ 

例 1_ 设 A = [0, oo ), J ^ = {[ a ,6), 0 ^ .a < b < oo } ([ a , a )=0) .设 Z ([ a , b ))= 
W ( b ) - W { a ), 这里 W 是 Wiener 过程，考虑到 Wiener 过程是独立增量的，可以看 

出 Z 是在 JT 上具有构造测度是 Lebesgue 测度 M 的正交随机_度. 

% 

§2. 在半环上给定 a -有限测度 / x , 以它作为构造测度来构造（甚至于是 
中心化的）正交随机测度 Z . 可以看出那样的构造并不是唯一的. 

定理1•设 M 是在由 A 子集组成的半环 JT 上 a -有限测康（可以扩张到 
^ = a { JT } 上).这时，存在概率空间 （ A 多， P ) 和在12及集合族 ^ = {B G ^ ： 
fi ( B }< oo } 上 的中心 M 匕的正交随机测度 Z = Zn t 且它的构造函数是测度 //• 


0 
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证.下面构造概率空间 ㈨ ，多， P ). 取 D = A ， 多= "• 

如果0 < fi ( A ) < 00 (//⑷= 0是平凡的)，则设 P ( B ) = fi ( B )/^( A ). 根据公式 
取 Z { B , uj ) = y / JI ( A ) I B ( u ) , B e 作正交随机测度 Z (但是还没有中心化).显然, 
Z { B , uj ) d 2 ⑴)，且对任意的集合 B u B 2 e 〆 有（省略 w e Q ) 有 

(之(历)，以5 2 ))二 （ v ^) 2 / ! Bl lB 2 dP = 


即满足性质 2). 如果 / i ( A ) = oo 和 A :， A 2 , …是 A 的分割，且 fx { A n ) < oo，n > 1，贝 IJ 
对 Ae W 设 


"(乂 p | A n ) 

fi{Afi)2 n 


p ⑷ -E 


明显地, P 是在 W 上的概率 f P ( A ) = E 2 ~ n = 1 

的情况下，对 s e Hx 


在 M ( A ) 


71—1 - 


这里 = Bf ] A n , n ^ l . 级数在 L 2 ( Q ) 中收敛（求和的各项具有不相交的支撑)，因 


此 


K B n ) 

}l(AnW 


= Y 1 2 n M(An)lB. = ^ 2V(A n ) 

n=l n=l n=l 


= K B ) < 


oo 


由于内积的连续性，有 


( Z ( B ), Z ( C )) = 2 n / i ( A n )( l j B rt j lc n ) — M ( BnHCn ) = M ( BDC )， 


这里 B n = Bf ] A n , C n = Cf ] A n ,n > 1, 即也满足性质 2). 

构造出的测度之，无论在 m ( A ) < oo 时，还是在 / i ( A ) = oo 时都没有中心化. 

为了得到具有给定的构造函数 M 中心化的 正交随机测度 A 我们进 行下面 的步骤 

(注意，如果取 Z { B ) - EZ ( B),B e ^ 的形式，将得不到所要求的结果).研究在某 

个概率空间（％，卞）上实随机变量？?，使得 E '77 = 0, E '( r / 2 ) = 1,这里 e 表示 

对测度 P 求均值.设 Z 是如前所述的在 （ A 多， P ) 上，造出的正交随机测度•取 
( Q , ^ P ) = 且在这空间上定义 Z { B , u ) := Z { B , u )^) ,对 

S €贫 ， G e Q X $ r . 很容易看出，这样构造出的测度芝已经 是中心化的正 

交随机测度. 口 


定义在半环上的随 机测度 Z . 此时定义了构造测度 M ， 它可以唯一地扩 
张到 <7- 代数 W = a { JT } 上.因此自然会提出问题：随机测度 Z 由 W 中集合可以 
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扩张出 去的可 能性. 后面将看到，可以扩张到集合类 ^ = //( B ) < 00 } 上. 

为此，需要引入对随机测度 z 的积分. 

~ 因为 A 是在 JT 上 (7- 有限的测度，则存在集合 A n € JT,n ^ 1 ,使得 A = 

U A n , 且八打门八爪=0,对 n — m 和 ^( A n ) < oo,n > 1 (如果 /i 是有限测度，则 

Tl 1 

Al = A ) •设 名 = JTf | An , 即设 JTn = {B € JT : B C An }, 研究 4 = d {^ n } 是具 

有单位 1 为 An 的 a - 代数.这时， 


|J A n 其中 G <， 


Ae £/ = a { Jt } A = 


(3) 


此时， 


"( A ) = : l ^ ni ^ n )( 


⑷ 


oo , 


这里知是测度 / i | jr n 由半环名到式的 Lebesgue 扩张.不难验证， W 不依赖于 A 
的分割 A n e JT ， n 彡1，且这时，公式 （4) 右边部分对不同的分割给出了同一个数值. 

假设，同样在下面的§ 4 和§5中， MA ) < oo (作为 A 可以用前面所引入的任意 

集合 A „， n 彡1，来代替，且有 / i ( A n ) < oo ). 

用度表示由 JT 中 （A e JT ) 所有有限个不相交集合的并所组成代数. 

定义 2. 对 B = (] 玖，这里玖 € X[i = 1, …= 0(i ^ j). Z(B) 

由下面公式 引入： 1=1 


Z ( B ) = J 2 ^( Bi ) 

i=：l 

给出的定义是相容的.事实上，设集合 B 有另一个表示5 = U Dj.Dje JT，j 

j = i 

1, •… , r,^nA = 0,( j ^ O * 这时得出 

m m r r r m 

5>(私）=乙1>(私(1即和 E ^) = EE z (^* n ^) 

i=l i=l j==l j = l j = l i=l 

(随机变量的等式是 a . s . 的).由此可得 


(5) 


i=l 7=1 


现在构造对正交随机测度的随机积分. 

称作函数/ : A — C 为简单的, 、如果 


f = 


⑹ 
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且 u Bi = a . 和戌 a % = 0 对€ _ j ， 即集合 


这里 q € C,Bi e = l , 

{万《}《二1 ，…， m 


， m ， 


* « • 


构成 A 的一个分割. 

定义 3. 对具有形式 （ 6) 的简单函数对正交随机测度的积分（用 J ( f ) 表示）由 
下面公式 给出： 


j ( f ) = T^ z ㈣ 


⑺ 


证明这定义是相容的.设与⑹式同时存在函数/的另一种表示/= E djlDj , 

u Dj = = 0 {i ★ 这时，如果 

=1 


这里沟 e C,Dj e = 1，“， ， r ; 

考虑到 Z {0) = 0 , 因此有 


= e Y 1 ¥ (执 n 巧) 






E PiZiBipiDj ) = EE c ^ z (^ n ^) = 战)， 

i=l j ： fjt(BiC\Dj)^0 《=1 J = 1 


由此可见， J (/) 的值不依赖于函数（简单）/的表示方法 

为了给出的积分 J ( f ) 定义能够扩充到更广的函数/类，需要研究已经构 
造出的简单函数积分的性质. 

引理 1. 设/和 9 是简单函数.这时， ( J ( fhJ ( g )) = 〈/,5)， 这里 （• ，‘） 是在 
L 2 (0) 中的内积，而（.，•>是在空间 L 2 ( A )= X 2 ( A , j /,/ i ) 中的内积. 

E djlo ,, 这里 A , 

j = l 




4, 


, Dr 构成 A 的分 


证.设函数具有公式 （ 6) 的 形式; P = 


# 豢 


割.这时， 


( J ( f ), J ( g ))= ^>7( 取)， 

yi=l 

m r n 

dj I 1 及 

i=l j=l i=ij=i Jk 

m r 广 

= EE ^/ 

i = lj=l JA 

/( a 爾刺=〈/,办 □ 


y * r t v » 

I >: 1 Si ^ djlo^fi^dX) 

A z=l 7 = 1 


( X ) fi ( dX )= 


A 
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推论 1. 映射/ h J (/) 是在 L 2 ( Q ) 空间中简单函数的线性流形（线性组合的 

■ 

闭包） 上的线性映射. 

证. 如果/和 g 是简单函数,显然，对 a,e C 函数 a / + 依然是简单函数. 

由于内积的 “半双的线性性” ( sesquilinear ) 和引理 1 有 

( J ( a / -f /3 g ) — aJ (/) — /3 J ( g ), J(af + j 5 g ) — aJ (/) — /3 J ( g )) 

=( a / 4 - a / + f 3 g ) - a {/, a / + /3 p > - j 3{ g , af + pg ) 

i 

，茂 〈 a/ + (5gJ) + aa(/,/) + P^{gJ) - + (3g,g) 

+^(f,9) + PP(g,9) = 0 . 

_ 

■ 

这样,映射的线性性保持着： 


J{af + (5 g ) = aJ { f ) (3 J { g ). □ 

引理 2. 具有公式 （6) 形式的简单函数在空间 L 2 ( A ) 中稠密 

证•设/ e L 2 ( A ), 对任意的 e > 0选取丑= H { e ) > 0,使拇 

\fW\ 2l {[f{X)\>H}K^) < 

JA 

利用 （1.4) 和第一章引理3,容易得到,形式⑹的阶梯函数序列来逼近 /( A )1 {|/ ( a;>| ^ } . 
这就证明了在 L 2 ( A ) 中稠密 .口 

§5. 现在从简单函数/的积分 J (/) 扩充到 L 2 ( A ) 中的函数 /. 

定义 4. 对函数/ € _ L 2 ( A )， 设 

JU ) = 1 


⑻ 


£ 


J ( f n ) ( Li - m . 是在 L 2 ( Q ) 中的极限) 


⑼ 


i.m 


l 2 (a) 


这里 {/ nWl 是简单函数序列,使得当 

证明定义4是相容的.根据引理2存在简单函数序列 / m 当 

/. IMI 表示在空间 L 2 isi ) 中的范数，利用推论 1 和引理 1 得到,当 


时有 /n 


n — 00 


时有 


n ^ oo 


厶2 ( A ) 


fn 


n,m — ^ oo 


时有 


\\ J ( fn ) - = WAfn - fm )\\ = \fn - fm \ ^ 0 , 


这里 M 是空间 L 2 ( A ) 中的范数，由于收敛序列 { f n } n ^ 是基本点列.因为空间 
是完备的，所以在 L 2 ( Q ) 中存在 J ( f n ) 的极限.验证这个极限是不依赖于逼近的简 

/，这里如是简单函数.这时，当 


炉（ 八). 


时有 


单函数序列的选取.设 

\ 9 n ^ fn \ ^ \Qn _ /| + |/ — / n | ~^ 0，因此， 


n oo 


9n 


\\ J ( fn ) — J { 9 n )\\ = \\ J{fn — Pn )|| ^ \ fn — 9 n \ ^ 当 


时 


n — ^ cx) 
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L 2 (n) 


L 2 ⑼ 


L 2 (Q) 


€ - C, 这样， \Wifn) 


C ， 则 J { fn ) — J {9 n ) 


€ 和 J ( gn ) 


如果 J { fn ) 

J (9 n )\\ ~- U - C \\=^ 即 f=C 


- > 




□ 


a.s. 


推论 2. 对任意的函数 /， 5 eL 2 ( A ) 有 


( 10 ) 


( J (/)， J (50) = </，5〉; 


J ( f ) 是由 L 2 ( A ) 到 L 2 ( Q ) 的线性映射、设 / i n G L 2 ( A ) (不一定是简单函数）且 

P ㈧ 


/这时， 




L 2 (Q) 


( 11 ) 


时. 


J ( f )， ^ 

证.为了验证性质 (10), 利用引理1和考虑到内积的连续性，只需要取简单函 

Sfe ^ 1 使得 /n 

以验证 J = J ( f ) 的线性性.利用 J 的线性性和关系式 （10) 有 


J(h n ) 


n — oo 


L 2 ㈧ 


l 2 (a) 


(参见引理 2), 类似于推论1的证明，可 


f ，9 n 


9 


时， □ 


\\ J ( f ) - J ( h n )\\ = ||</(/- ^ n ) II = \ f ~ h n \ — 0， 当 

前面所构造的积分 J (/) 是对/ € L 2 ( A ) = 且假设 "( A ) < 

现在要构造积分 J ( f ) 是对/ e L 2 ( A ，< m ), 且当 p 是有限测度 • 

考虑集合 A ， 将其分割成集合 A n e JT ， 且 / i ( A n ) < oo，n > 1. 这时， 


n — oo 


oo. 




fn ：= /U. G L 2 (A n ， 彡 1 ， 


/eL 2 (A〆 ，"） 分 


( 12 ) 


[\/(X)\ 2 ^dX) = f^ [ 

J A n=l J A 


|/( A )| 2 / i n ( dA ) < oo, 


这里 < = a { jen }^ n 是测度 / iU 由名 = 义门 A n 到 < 的 Lebesgue 扩张，这 

时， 积分众 |/(A)| 2 //(c/A) 的值不依赖于集合 A 的分割 A n e JT , nGN 的选取. 

定义 5. 对函数/ e L 2 (A) 根据下面公式引入对正交随机测度 Z 的积分 J ( f )： 


J ( f ) = E 


(13) 


这里级数是在 L 2 { Q ) 中收敛，函数 / n 如 （12) 式中所述， 映射； 如前所述的，定义 
在 L 2 ( A n ) 上对所有的 n (需强调的是 A n 和与指标 n 有关). 

证明 （13) 式是相容的.如果/ e L 2 ( A ), 则根据 （ I 2 ) 式对所有的 n > 1 有 

f n G L 2 ( A n ). 注意，当71笋 m 时， J n ( f n ) 丄 事实上，如果 / n 和 / m 是简单 
函数,则这是显然的，因为对 B e ‘和 e ‘有 ( Z ( B ), Z ( D )) = 0 ( Sn 是由在 
中的 JTn 所产生的代数 , n e N ). 对函数九和 / m , 不是简单函数时，需要取逼近它 
们的简单函数. 因此， 由于 人 的等距性和级数在 （12) 式中的收敛性. 当 JV，M -t oo 
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时，有 


E 人(九） - E 人⑹= E II 人(九)" 2 = E 

=1 n=l n^MAN n = :： 

验证 J ( f ) 不依赖于 A 的分割形式.设 a = 0 r n , r n e jr , r n f | r m = 0 (n + 

1 

,n G N . 这时， 有九 =/| An = 

fn ， 意味着，由于 


l / n (入 )| 2 " n ( W ) — 0 


?7l) ， ) < 00, 72 G N •设 hji YYi ~~ f 

oo 

E /U 

771=1 

(11) 式有 


^7i ^ m ， 


L 2 (A 7h ) 


€ N. 注意到，当 N 


时，有 E K 


n ， n 


—> OO 


n 


Jn ( fn ) = E Jn("n ， m )， 

m=l 

这里，级数在 L 2 ( Q ) 中收敛.根据 J n ， m 的构造，对 /i e r 2 ( A n rir m ) c L 2 ( A n ) 有 
JnMh ) = J n ( h )， n ， m 彡1 ,考虑到可数个 0 测度集合的并，还是个 0 测度集合，得到 


Y^ J n(fn) = EE Jn，m ("n ， m) 


类似地， 设知 =/| r m , Jm 是映射,它建立在 L 2 ( r m ) 上，如同 J n 建立在 L 2 ( A n ) 上 


一样， 


彡1.有 


m,n 


Ew-EE ^n ， m("h ， m) * 

m— 1 m=l n=l 

考虑到如果 （ n ， m ) # ( M ), 则 Jn,m(h n ,m) ± 如 ㈣, 这样由被此垂直的项组成求 

和的级数，它能以任何次序求和，且因为 


[ |/(A)| 2 "(dA) < oo. 
Ja 

J 对函数/ € LKA 的作用（参见 （13) 式)， 一 般地表示成积 分形式 


^ ^ ||Jn ， m("n ， m)|| 2 = 5^ II |li 2 (A n nr m ) 


□ 


n=l m=l 


Af ) = J f ( X ) Z ( d \) 

(14) 式右半部分的积分称作对正交随机测度的随 机积分 （是关于确定性函数/ 
1 2 (八,</^) 的; 试将给出的定义与第八章中关于随机函数/ = 的伊藤 ( Ito ) 

随机积分相比较). 

§7. 下面的定理给出了随机积分 J = J ( f ) 的基本性质. 

_ 

定理 2 .随机积分 （14) 是一个由空间(这里/ X 是 cr - 有限测度）到 

某个子空间 C L 2 ( n ,^, P ) 的保距 映射. 这时，根据下面的公式， Z 可以延拓到集 

合族 ^ = {B e ^ : fi ( B ) < oo } 上成为正交随机测度（且具有构造函数//的)： 

_ 

Z ( B )^ J ( 1 B ) 


(14) 


€ 


( 15 ) 
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$•当 / i ( A ) < 00 时，类似于前面所述的一样.只需要对 "( A ) 
A = U A n , 这里 A 2 , …是 A 的分割，且 A /( A n ) < 

n=l 

这时，/ = E fn ,9 = E 9 n , 这里 /n = /|a„, 

n—1 n=l 

由此可得 


时. 设 

1.取 / 和 0 G L 2 ( A ). 
= p | A „, 并且级数在 L 2 ( A ) 中收敛. 


9n 


^ : Jnfn ， ^ : JmQ 
n=l m=l 

{ fn ， Qn 、 

n=l 


( Jf , JQ ) = S 人 / n ， X > m " 


lim 


E 


(Jnfn ， Jn9n) = 


lim 


N 


9 m J — 〈/，5〉， 


(16) 


lim 


这里考虑到了对 n _ m ， J n (/ n ) 丄 Jm ( Pm ) 和 

〈 /n ， Pn 〉 Z/ 2 (A n ) = (/1 a^ ? 9^A n )L 2 (A) 

这样， J 是保距的.显然，在保距映射 ^ /下， L 2 (A) 的像是 L 2 (n) 中的子空间，用 

L \ 来表示.对丑 G 有 fi ( B ) = f ； / i (5 n ) < 00 ,这里^ = BC \ K.n e N . 对 

n=l 

Is E L 2 ( A〆 , 〆 ） 和 Is = § 1&，级数是在 L 2 (A) 中收敛.因此，由 （13) 式有 


^(1 b) = ^ Jn(lg„) 


由于⑺式有 J n ( l B J = Z ( B n ), ffff E Z ( B n ) = Z ( B ) (级数是在 L 2 ( Q ) 中收 

敛).这样,对任意的 B€Jt 得到 J (1 B ) =~ Z ( B ), 即公式 （15) 确定了 Z 从 JT 到贫 

上的延拓.除此之外，对 B，p €爹根据 •/ 的保距性，有 
■ 

( Z ( B ), Z { C )) = ( J (1 B )， J ( l c )) = ( l B , lc ) = □ 


注 1. 由于 （11) 式很容易看出，如果 Z 是在上的中心化的正交随机测度， 
则对所有的/ G L 2 ( A ) 有 


E ( J (/)) = 0 


特别的，对 S e 穸有 EZ ( B ) = 0. 

§8. 设 JV = {X(t),teT} 是定义在某个概率空间 （ Q ， 多， P ) 上的 复数值 L 
过程 （二 阶矩过程)， 即对每个 teT 有 E\X(t)\ 

数（协 方差函数） 由下面公式所 确定： 

r ( s , t ) = coy ( X ( s ), X ( t )) = E ( X ( s ) - EX ⑷ )( X ⑴- EX ( t )) ? s,t e T . 


对复数值 X 2 - 过程的 相关函 


< oo 


(17) 
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今后将假设 EX ⑴ = 0， t 6 T . 这 f 假设并不失一般性，因为这时可以由对随机 
变量 X ( t ) 转化到对中心化随机变量 X ( t ) = X ( t )~ EX ( t ) 的研究. 

下面的定理是一个最基本结果，它是借助于已经建立的“简单的”对象（这里应 
该理解为正交随机测度）来给出随机过程的表示. 

定理3 (卡鲁宁 ( Karhunen )) . 设在概率空间 （ Q , 多， P ) 上给定中心化复数值 

L 2 - 过程 X = { X ( t ) y teT } 的相关函数允许因子分解 （ factorization ), 即表示成: 


f ( s , A )/( t , X ) f 4 dX ) , s . teT , 


(18) 


r { s , t ) 




这里对每个 f e r,/(V) e I 2 (A) = 1 2 (A ， W ， aO, 而 M 是某个 a — 有限测度.这时 , 存 

在中心化的正交随机测度 Z 在集合类 ^ = { A ^^ ： ij ,( A ) < oo } _ h . 并且，一般来 

说,在原来概率空间的扩张上有构造 测度仏 使得对每个 teT ： 有 

Ja 

如果函数系 {/( V ) J 6 T } 在空间 L 2 ( A ^^) 中完备，即 


X ( t ) 


(19) 




^ G L 2 ( A , J 2^, fi ) 和 


f ( t ， A )^( A )/ Li ( rfA ) =0, VteT ^^ = a . s ., (20) 


则该测度 Z 可以建立在原来概率空间上. 

注 2. 如果过程 X = { X⑷， t e I 1 }有 （19) 式的表示（具有 l 2 ( A〆,W 中函数 
/(*,-), 这里 /x 是有限中心化的正交随机测度 Z 的构造测度)，则由于定理2性 
质 （18) 成立.这样，根据注1， L 2 - 过程 X 将是中心化的. 

这个注说明了，有 （19) 式的表示的充分条件也是必要的. 

定理的证明. 设满足条件 (20). 对 t € T 研究映射 G ， 


( 21 ) 




和根据线性性，延拓它 


y^c fc /(tfc, 0 ] = ^2c k x(tkj •)， 


( 22 ) 


G 


这里 c fc G e r，fc = 1，…， n . 

验证这个定义是相容的，即验证，如果 


^ 2c k f ( t kr ) = [^/( Sz ，.)， 
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则有 


这里 dieC . sieTJ ^ l , 




* * * 


^2c k X(t k ) = J2diX(si) ， (a.s.) 


k=l 


为此，考虑到 （18) 式，注意到， 


\ n m 广 

) H c ; di L 


X ^ Cfc /(4，_)， X ^/( Sz ，，) 


f(t k ,X)f(s h X)fi(dX) 


fc — 1 


EE Ckdir{tk, si) = y^ j y^CkdiEX(tk)X(si) 

k=X 1=1 

n 

Y , c k X ( t k )， Y ^ di x M 


fc = l 1=1 


fc=l 


这意味着 


jy k f(t kr )-YM( slr ) = x>x(w ， 


fc=l 


fc=l 


由此可得定义 （22) 的相容性. ^ 

映射 G 的保距性可以延拓到子空间炉[/1，它是在 l 2 ( A ) 中形如函数 f c k f ( t kr ), 

这里函数/是表示式 （18) 中的函数，所生成的闭包.这样，.由于 （ 20) H L 2 [/] = 

L 2 (A, 和 0( L 2 [ f ]) = L 2 [X] ^ 这里 L ? [X] 是过程 X ( t ) 的线性包络 （ envelop) 的 

闭包，即在 [2(^2, 多*， p) 中取形如线性组合 c \ X ( ti ) + • • _ + c Tl - AT ( t n )(ci E C , G T , i = 
1，…， n ) 的闭包. 

对 S e 沴有 e L 2 ( A ), 我们可以定义 


(23) 


Z { B )= G {1 b ) 


这时有 


{ Z { B ), Z ( C )) = ( G (1 S )， G (1 C ) 卜 (1 B , lc ) = KBf ] C )- 

因此 ， Z 是在穿上具有构造测度 ^ 的正交随机测度.因为过程 X 有0 

中值,所以对任意的 C e L 2 [ X ]， 有 EC = 0. 又因为对每个 B e 贫有 Z ( B ) e L 2 [ X ], 

所以测度 Z 是中心化的. 

对任意的函数 /I e L 2 ( A ) 可以引入随机积分 


m 


h ( X ) Z ( dX ) 


A 


根据定理2, J 是由 L 2 ( A ) 到 L | 的保距映射. 
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这样有了两个保距映射 


G : Z 2 ( A ) — L 2 [ X ] c 和 J •• L 2 ( A ) 


14 c 


这时，由于 （23) 式和 （15) 式对 S e 穿，等式 G (1 B ) = J (1 B ) 成立.但是由引理 2 保 

证了，那样示性函数的有限的线性组合在 L 2 ( A ) 中是稠密的.因此，在 L 2 ( A ) 中有 
G = 除此之外， L 2 [ X ] = 由 （21) 式得到= X ( t ). 这样，得到表示 
(19) 式（没有扩张原来的概率空间). 

假设条件 （20) 式不成立.这时， L 2 [/] c 1 2 ( A ) 和 L 2 [f] ^ L 2 ( A ). 研究 L 2 ( A ) © 
L 2 [/] ,即在 l 2 ( A ) 中 L 2 [f] 的正交补，且在其中任取由函数 .) G L 2 、 lS)、ueT 组 

成的基，这里 r nr = 0 (参见 [60; 第 1 卷， p .59]) 引入函数 


/ g(s ， A)"(t,A)"(dA) = (5(s ， -)j(V))L2(A )， s,teT r 


显然，对 cfc e C ，4 e T’，fc = 1， 


和 n > 1， 


，n 


• • • 


〉 : ^k^ipi^k > ) : -/ E 


0 


k ， l=l 




由于第二章定理 4 存在某个概率空间 （ W , 多上及中心化复数值 Gauss 过程 

{ Y ( t ), ter }, 使得 


( Y ( s ), Y ( t )) = E f Y ( s ) Y ( t ) = p [ s ， t \ s ， tsT f 


COY 


取 （ a 多， P ) = ( a 多， P ) X (以， w ), 这时，对每个 terser 随机变量 X [ t ) 和 
y ⑴在这个空间上是独立的（对 G = ( w , o /) e 6有 X ( t )= X ( t y u ) = X ( t , uj ), Y { s ) 

1 

Y(s^) = Y(s,uj / )). 

在 ( TUTOxQ 上引入中心化随机函数 




X ( t } Cl ?) ? t G 
Y ( t , u f ), teT f 




对它有 


I r ( s ? i ), s,t eT , 

cov (^( s ),^( i )) = E ^( s )^{ t ) = < p ( s , t )， s，t e . T ’， 


eT,teTWLseT f ,teT. 


0, 


换句话说， 


COV ⑻ 5)， ⑼) 


h ( s , X ) h ( t 7 A )"( dA )， 
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这里 


/( 亡，入 )， t 
沒 (亡，入)， t 6 T ’， 


h ( t , X ) 


考虑到在 X 2 ( A ) 中对 t e T 和 s e r 有 /( t ,.) 丄 p ( s , •). 

除此之外，因为不存在屯 e L 2 ( A ), 使 ―屯丄 h ( t r ) 对所有的 t e T [ jT f , 有 

L 2 [ h ] = L 2 ( A ). 这样，根据已证的在 ^xQ 上存在中心化正交随机测度使得 

L % =硌和 


m = Kt , A ) Z ( rfA ), t e T \ jr . 

Ja 

但是，对 t € r 有 ^( t , o 5) = X ( t , u ). 因此，对所有的 t e T 有 


X { t ^ u }) ~ X { t ^ u ) — I h { t ^ X ) Z { d \) — I f ( t ^ \) Z { dX ). □ 


正如本章标题所示,我们的基本目标是研究平 稳随机过程. 前面所介绍的 
对这类过程的 Karhunen 定理, 它告诉 我们，对这类过程可以有随机表示， 它 具有非 

常明显“谱”的直观解释. 

回顾一下,随机过程的平稳性概念实质上是说，相对于推移 i 这类过程的 

随机特征有不变性.这还需要再解释清楚.首先,为了使所研究的过程 X = { X ( t),te 
T } 的变量 i 有产生推移的可能，要假设: r 是某个群（每处都是按加法运算的).作为 

时间集合 T , 一般规定，将研究集合 Z = {0, ±1，… } 或 R = (- oo , oo ), 相应的所研 
究过程是 离散时 间的或是连续时间的时间.除此之外,对每个 《 G 7 1 过程 X ( t ) 的值 

取于同一个空间 S (—般地说 ， S = C 或 S = R ). 

第六章定义8关于 狭义平穗过程 的定义，对 r 是群来说依然有效. 

在许多研究工作中非常关.心的随机过程的性质，该过程只是依赖于有一定阶的 

混合矩，即依赖于形如 ^ X { t x ) k ^- X { t n ) k ^ 这里 n e N 山， 

Z + 的現数.对 L 2 - 过程类这自然而然地也就是 

定义 6. 复数值（特别是，实的） L 2 - 过程 X = GT }, 这里 T 是某个 

群，称 作广义平稳的 （或二 阶平稳 的)，如果有 

EX ⑴= a ， 对任意的 t G 

( X ( s ), X { t )) 二 r(s — t , 0)(:= R ( s - t )), 对所有的 s , teT . (25) 

很容易看出，所有狭义平稳 L 2 - 过程都是广义平稳过程.对 Gauss 过程来说， 
两种相重合.独立同分布随机变量（不存在数学期望）的序列是狭义平稳过程的例子, 

但谈不上是广义平稳过程的例子. 

下面我们将集中精力研究广义平稳过程.这类过程的理论与希尔伯特 (Hilbert) 
空间曲线理论 紧密相关的，且与确定性函数 的非负定性质 相关. 






(24) 


( s ， t) = 
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定义 7. 在某个群 r 上，给定复数值函数 i? = R ( t ), teT , 称作非负定的，如果 
r ( s , t ) = R{s - t ), s,teT 是非负定函数，即满足条件 (1.13). 

由第二章定理4得出， i? = R ( t ), teT , 这里 T 是群,非负定函数类与平稳 Gauss 
过程X = { X { t ), teT } 的协方差函数类相重合， 

描述在群 T == Z = {0, ±1，… } 上的非负定函数给出了下面定理. 

定理 4 ( 赫格洛茨 （ Herglotz)). 函数丑 = R ( n )\ n G Z, 是非负定的当且仅当 

有“谱表示”（“谱展式”） 


inX 


R ( n ) 


Q ( dX ), n € Z, 


(26) 


e 


这里 (5 是在潑 ([- 上有限测度（“谱测度”). 

在公式 （26) 中给出的由- 7T 到 7T 的积分应该理解为积分是在闭区间 [-7T,7r] 上 

证.充分性.显然，函数 （26) 是非负定的，因为对所有的 亡1，…，艺 n G Z, 2i, ••• 
eC 和任意的 n e N 有 




2 


^2 Z k ^ qR{^k - t q ) 


J2 Z k eUkX Q( dX ) ^ 0 


(27) 




k,q=l 


必 要性. 对 AT > 1 和 A e [-7T，7T] 引入连续非负定（因为 E = R ( n ) 的非负定性) 


函数 


N N 




— ikXAqX 


9nW 


e 




2 ttN 


k=lq=l 


(1 - \ m \/ N ) R ( m)e 


—im\ 


(28) 


2tt 


m\<N 


这里二次求和转化为一次求和成立，是因为有 7V - |ml 个“对” ( k , q) y 对它来说 fc-g = 

(这里 G {1,...，iV},|m| < AT) ■在 ^([-7r,7r]) 上定义具有相对于 Lebesgue 测 

度的密度做的测度 Qiv, 即设 


m 


Qn{B) 


夕 at (A) c ?A, B 6溪 （[— 霄，丌]) 




B 


这时，根据公式 (L 25), 对 AT 彡1有 


(1 - \ n \/ N ) R { n \ | n | < AT , 

I n I ^ N . 


inX 


in\ 


Q N (dX) = 


gN[X、dX = 


(29) 


e 


e 


0, 


— 7T 


注意，对所有的炱（由于 （29) 式，当 

此根据 Prokhorov 定理对有限测度（参见，附录2)，取紧集 K = [-7r,7r]， 可以找到子 


0时）有 Q^v([—7r，7r]) = R ( 0 ) < 


因 


n 


oo 
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序列 { N k } C N , 使得办，# Q ， 这里 Q 是[-〜坰上的某个非负有限测度，这时考 
虑到 （29) 式，对每个 neZ 得到关系式 


X QN k [dX) = R{n), □ 


inX 


m 


Q ( dX ) 


lim 


借助于己证明的定理可以得到平稳（广义）随机过程的“谱表示 


3? 


定理 5. 是在某个概率空间⑴，多， P ) 上的中心化广义平稳 

过程.这时，在同一个概率空间上存在定义在 ^([-7 T ,7 r ]) 上的正交随机测度使得 

有随机“谱表示 




a.s 


* 


itX 


(30) 


Z { dX ), 


x t 


证.根据 Herglotz 定理，对 s,t eZ 


isX 


^ s - t ) X Q ( d \) 


e “入 Q(cU), 


(31) 


r ( s , t ) = cov ( X s , X t ) 


这里 Q 是在潑 ([-7T,7T]) 上的非负有限测度.这意味着满足 Karhunen 定理（定理 

3) 的条件 （18), 具有 /( t , A ) = e itA ,A G [- 7r , ir]；t e Z . 因为空间 L 2 = L 2 ([-7 r ，7 r ], 

^({- 7 r , 7 r }), Q ) 中的任意的函数，在 i 2 中可以用连续函数来逼近，且在端点 -7 r ，7 r 
取同样的值,而每个这样的函数又能被费耶尔 ( Fejer ) 和一致逼近（参见，例如，[ 35 ; 

第 VIII 章，§2,第1段 ]), 因此也满足条件 （20). 这样，由 Karhunen 定理直接得到所 
要求的表示 (30). □ . 


注意，由于 Karhunen 定理，在 （31) 式中的谱测度 Q 不是别的，正是正交随机 

测度 Z 的构造测度（参见 （2)), 也正是在 （30) 中对它的积分. 

在 (26) 式中所利用的测度 Q 可以重新定义(而不改变符号)，将“质量” Q ({- vr }) 

从点 - 7T 移到点 7T 处，这里就有了 “质量”为 Q ({-7 r }) + g({7T}). 这时在（ 26 )式的 

右半部分积分值不变，因为对所有的 n G Z 有 e -^ = e in ' 重新定义的作法只是为 

了将积分区间变成 (-7 T ,7 T ], 如同积分在单位圆周上.如果这种移动“质量”成了，则 

因此在 （30) 式中积分实际上是在区间（- 7 T ,7 T ] 上•自 


由于定理2, Z ({- tt }) = 0 

然而然,类似地在 （30) 式中的积分可以是半开区间 h 7 T ，7 T ) 上. 

在所研究 （30) 式中的谱表示完成后,不难发现给出的（“谱”）术语引出是由（根 

据 （ 30 ) 式）石的值好像是由带有“权重” z(d\) 谱的调和因子 


a.s ‘, 


累加”而成的 




§10. 作为随机谱表示的应用， （30) 式看作下面形式的大数定律 

定理 6. 设满足定理5的条件.这时，当 iv 


时，有 


— oo 


L 2 (Q) 




(32) 


赠) 


N 
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证.利用\30)式的表示.由于对正交随机测度的随机积分的线性性，有 


N-1 


/ 7 T 1 N—l p 

及 E = / 

^ fc -0 厂 7 r 


E 為 


(入卿入)， 


N 


/c — 0 


这里 


iNX 


1(1 


— e 


， A # 0, 


N (1 - e iX ) 


^ n ( X ) 


A = 0 


因此，由于定理 2 


N-1 


Y ^ X k - Z {0} 


\XN(X)\ 2 Q(dX), 


(33) 


N 


7T 


fc =0 


L 2 {Q) 


这里 xn(X)= 屯 N (入) - i { o } ( A ), g (0 是正交随机测度 z ㈠ 的构造 测度. 考虑至 |J 

^ 1 ,A G R , 同时 Xn (0) = 0 和对 A G [—7 r ，7 r ]\{0}， 当 TV 


1 N-1 


i\k 


时 


_ v 

N 乙 


e 


― > oo 


fc =0 


有 


Xn(x)\ < 


0 


N \ l - e iX \ 

根据 Lebesgue 控制收敛定理，由 （33) 式得到性质 （32) 式. □ 


注 3 .如果 X = { X u tGZ } 是广义平稳过程，且 EX t = M e Z ， 贝!1 


itX 


Z { dX ) 


X t -a = 


e 


N-1 


N -1 


L 2 (Q) 


Z ({0}). 因此，当 N 


m NSo (Xk ~ a) ^N^ Xk - 


时有 


— OO 


fc =0 


N-1 


L 2 (Q) 


E 為 


(34) 


N 


k=0 


当且仅当 E | Z ({0})| 2 =0; 这等价于条件 Q ({0}) = 0. 意味着在 0 点谱测度没有 原子: 

性质 （34) 式经常被称作在 L 2 ( Q ) 中过程 X 的遍历性. 

§11. 已经有了离散时间平稳过程的谱表示 （30) 式，自然而然地也会提出关于 
连续时间平稳过程的谱表示问题. 

带着这个目的，我们还需要介绍下面的定义. 

定义 8.设叉= { X ( t),te R } 是在某个概率空间（仏多, P ) 上复数值 L 2 - 过 
程称作过程 X 在某一点 t e R 上均方连续， 如果，当 


t 时有 


||X ⑷ 一 X ⑴ II — 0, 


( 35 ) 
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这里此 II 2 = ( e |^| 2 ) 1/2 ^ £ L 2 ( n ^, p ). 在某个集合上的连续性就是指在该集合的 
任意点上的连续性. 

* 

定理 7. 广义平穗过程 X = ⑷ , teR} 在 M 上均方连续当且仅当 （ 2 5) 式中 

的相关函数及=丑⑴在0点上连续_ 


证.必要性.过程 X ⑴和 X ( t ) - a , 这里 a 是常数，显然，它们同时是连续 
的（均方意义下).不失一般性 ■, 可以假定过程有0中值.它的相关函数（协方差) 

( s ， t ) = EX ( s ) X ( Z ) = i?(s - t ), 对 s，t e R - 


r 


显然， 


\ R ( t ) - R (0)\ = | r ( t ,0)- r (0,0)| < \\ X ( t ) - X (0)|| • || X (0)||. 

r 

因此，在 R 上过程 x 均方连续（甚至于只是在 o 点）导致当 t — 0时有丑⑷—丑⑼. 

充分性是由于 \\X(s) - X(t)f = -(R(t - s ) - R(0)) - (R(s 一 — R(0)) — 0, 当 

t 时，因为相关函数 i ? = i ?( i ) 在0点上连续 

推论 3 .在 R 上非负定函数丑 = R { t ), 如果它在 0 点连续，则在 R 上 连续. 

证.设在 R 上非负定函数 i ? 在0点连续.根据第二章定理 4 构造中心化具 

有协方差函数 r ( s , t ) = EX { s ) X^j = R { s - t ), s,t e E 的广义平稳 （ Gauss ) 过程 

X = { X ⑷, t e R }. 由于定理7,这个过程在上均方连续.这时，当 

\R(s) - R(t)\ = | EX ( s ) X (0) - EX ⑴環 | < || X ( s )- X ⑴ |||| X (0)|| 




t 时有 


S — 


0 


这样，函数 i ? = R ( t ) 在每一点 * G R 上连续 •口 

描述在 ； T = IR 上均 方连续 的平稳（广义的）过程的相关函数给出下面的 


§12 


结果 • 


定理8 (博赫纳 ( Bochner ) —辛钦 ( Khinchin )). 设 i ? = R ( t),t G M 是在 0 

点连续的非负定函数.这时，对任意的 t G R 有 


+00 


e itX G ( d \), 

这里 P = G ( dX ) 是在 ^( R ) 上的某个非负有限（“谱的”）测度 

显然，在 (36) 式右半部分函数在整个直线上连续.因此,完全类似于（ 27 )式，可 
以确信它同样是非负定的.这样定理 8 条件是必要的.该条充分性的证明将放到 

附录4当中. 

定义 9. 如果对平稳过程 X = { X⑷， t G A } 相关函数（这里 A = [-7 r ,7 r ] 或者 

A = E ) 的表示式 （26) 或者 （36) 式中谱测度相对于 Lebeque 测度有密度 p = p ( A ), 
则函数 j 称作过程 X 的谱密度. 


(36) 


m 
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由 （36) 式和 ( L 25) 看出，如果存在测度 G 的谱密度9时，有 


itX 


g ( X ) d \ 


R ( t ) = 


将在附录4中给出定理8的证明中，得到如果相关函数 i ? G L f ( U ), 则对测度 G 
存在在全直线上连续和有界的谱密度 P = g ( X ), 且这个密度可以由下面公式给出 


一 it 入 


(37) 


R ( t)dt 


5( 入) 






2tt 


定理 9 (克拉默 ( Cramer )). 设在某个概率空间⑴，多， P ) 上给定中心化广义 

平稳均方连续的随机过程 X = { X ( t),t e R } (只需要在0点连续 )• 这时，在同一概 
率空间上存在在涿 ( R ) 上正交随机测度 Z Z ㈠ ， 使得过程有如下面的随机“谱表 




(38) 


Z{dX^ , t G M 


m 


证.根据定理 7 和推论 3 函数况⑴= EX ⑴ X (0) 在 R 上连续，根据第二章定 

理4有非负定性•由 Bochner - Khinchin 定理有 （36) 式的 表示. 因此， 


{$ - t ) x G ( d \) 


isX 


e itX G ( d \), 


r(s, t ) — cov(X(s) ， X ⑴） = R(s — t ) 


这里 G (.) 是在 a - 代数激 ( R ) 上的有限（非负）测度.这样，得到相关函数具有如 

(18) 式的表达式，其中 f ( t } X ) 

所研究情况条件 （20) 同样 成立. 事实上， L 2 = L 2 ( R ,^( E ), G ) 中的任意函数 
/ = /( A ) 可以用“截割的” f ( X ) l { \ x K a } 来逼近，而后者又可以在 C 中用连续函数, 

且在 - a 和 < 2 取同 一 个值，来逼近.然后再取有限个形如 exp { mA 7 r / a},n G Z 函数的 

线性组合来逼近. - 

进而,表示 （38) 式可由定理3 ( Karhunen 定理）得出.注意，由于这个定理3,谱 

测度 G 重合于在 （38) 式积分中正交随机测度多的构造测度 .口 

§13. 现在研究平稳过程的谱密度（已经在§10末给出了解释)，它在谱表示中 
作为调和因子的“势为了简化,仅仅哏制于离散时间的情况. 

定义 10. 中心化，且在 L 2 { Q ) 中标准正交化过程 s = { e nf neZ } 称作白噪声. 

很容易看出，那样的过程是具有谱密度 WA ) = 1/(2 tt),AG [-7 T , 7 T ] 的广义平稳过 
程.换句话说,可以想象“白 色光” 过程 e 看作是具有相同强皮,但各种不同调和因 
子（振动)+的混合（在谱表示的意义下). 

下面的定理将给出关于存在谱密度的离散时间随机过程构造的一般结果. 

定理 10. 设在某个概率空间 ( n ,^, P ) 上给 定中心 化广义平稳随机过程 A ： 
{ X u t G S } 有谱密度当且仅当可找到数列 { c k }kGZ e I 2 和白噪声 e = { s n ,n e Z }, 


itX 


( t , A G M ) 
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它可能定义在扩充的概率空间上，使得 a , s _ (相对于扩充的概率空间⑴,多， P ) 的概 

率戸）有 




心 E 


(39) 


, t G 1 L 、 


^t — k^k 


Ck ^ t-k 


这里，级数是均方收敛. 


回顾， { c fc } fcez e 〖 2 , 如果 E ( Q ) 

fc= —oo 

在证明之前，需要说的是，如果过程 X 有 （39) 式的表示,则称过程为滑 动平均 
过程.也 说过程 X 是借助于“滤波器” （ filter ), 且在“入口”处遭受到白噪声 s 所得 

到的.滤波器称 作物理上可实现的， 如果 Cfc = 0,对 /c < 0. 这种情况说明，在时刻 t 
过程的值可以由在 k ^ tHAek 所确定 （即 在滤波器的“出口”处量不的公式中 
没有在“入口”处过程 e “将来”值的参与). 


< 00 


证.设关系式 （39) 成立.这里 { Cfc } 和{^}如定理条件所述，很容易看出，因 

0和在 （39) 式中的级数在 L 2 ( n ,^ P ) 


N 


为对 — oo < M < iV<oo 有 E E 

k=M ~ 〜 

中收敛，则有对所有的 t e z 有= 0,这里1依测度 P 取平均.根据帕塞瓦尔 

( Parseval ) 不等式，对任意的 s，t e Z 有 


Ct - k^k 


°3 


二 c t — 向 = ^2 


r ( s ^ t ) = E 


^ s —k c t—k = 




k 


k 


(40) 


R ( s ~ t ) 




因此， X 是中心化广义平稳随机过程. 

引入函数 


1 


ik\ 


(41) 


c 一 /^e 


因为 { 以 } e l 2 m 


2tt ， 当 s = t , 

0. 当 s # t ( s，t G Z )， 


e isX e itx d \ = 


(42) 


则级数 （41) 在 L 2 ([—7 T ，7 T ]) = L 2 ([ —7 T ,7 T ]， 涊 ([-7 r ，7 r ])， m es ) 中收敛，这里 

Lebesgue 测度（在 （ 4 1) 式中的$是在 L 2 ([— n , n ]) 中等价函数类的代表). 

在同一空间 L 2 ([-7 T ，7 r ]) 中，对函数 ^(\) e isX 有表示 


是 


mes 




V 2 tt ^ 


•、 e ijX 


i(k+s)X _ 


isX 


(43) 


$(A)e 


c 




S—J 
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根据 Parseval 不等式 ，由（ 4 3) 式和 （42) 式，考虑到 （40) 式有 

^(X)e isX ^(X)e itx d\ = 


f e iis -^ x \^( X )\ 2 dX = f 

J 一 7T J — 


= r(s,t) 


(44) 


Cs — jCt—j 


函数外 ） e l 2 ([—7 T ，7 T ])， 即 |$(0| 2 e 因此 （44) 式说明，如果有 （39) 式， 

则函数 = |<&(A)| 2 ,Ag [-7T,7r] 是过程 X = {X t ,t EZ } 的谱密度 • 

g ( X ) 是过程 X = { X u t e Z } 的谱 密度. 这 


为了证明相反的结论，假设 

W , g (') G L 1 ([-7 r ,7 r ]) 和几乎所有的（依 Lebesgue 测度） 〆 A ) 彡0 (对过程 X 的 

谱测度 G 有 G(B) = J B g(X)dX,B e 溪 ([-7r ， 7T])). 设 $(A) = V^(A). (*： g{X) < 0 
的 0 测度集上，设 ^(A) = 0). 这时 $(A) G L 2 ([-7r,7r]), 而完备的标准正交函数系 

{( 27 r)- 1 / 2 e ifcA , XeR},keZ 给出了 


9 




[ 


ikX 




(45) 




这里 { Cfc } e Z 2 和级数 （45) 在 L 2 ([-7 r ? 7 r ]) 中收敛.重新利用' Parseval 不等式,有 


z (s — t) A 


r(s,t) = R(s — t) = 


g(X)dX 


E 


isX 


^(X)e itx ^(X)dX = 


(46) 


Cs — kCt — k 


取 A = Z , 设 ^ 是在 Z 中所有子集组成的 a - 代数涿上的计数测度，即 
有限测度，它集中在集合 Z 上，且 fi({k}) = 1 ,/c e Z . 设 fit,a)= 
t,ae Z,{c k } e L 2 ( A ， 滅 / i ), 即 {c k } e l 2 . 这时，公式 （46) 可以写成 （18) 式的形式. 
因此,根据定理3存在（原概率空间⑴ ，多, P ) 可能在扩充的空间 ( Q ^, P ) ±)中心 
化正交随机测度 ZO 使得 


这里 


Ct- 


x t = [ f ( t y a ) Z ( da )= 

X fc = -c 

这里 a = Z {{ k }), 而级数 （47) 在 L 2 ( n ,^ P ) 中收敛.同时，中心化变量 e ky k G Z 
不仅是正交的，而且是 标准正 交的，因为 E |£ fc | 2 = n ({ k }) = 1, A : G Z . □ 

注 4. 由给出的证明可以看出，表示 （ 39) 式等价于中心化广义平稳过程 X = 

{ x u teZ \ 具有下面的谱 密度： 

-- oo 

g ( X )= Y " 

c 

§14. 要研究一个在应用方面非常重要的问题，即前面所述的平 稳过程谱密度 

的统计估计问题. 就是要问在平稳过程的表示中，这样或者那样的谱频率上具有什 
么样的“权重 


(47) 


Q—foSfc ， 


ikX 


, 入 6 — 7T ? 7T 

匕 


C— 
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设 X = { X u t G Z } 是具有相关函数 R ( n ) = EX n + k X k ，; k，n € Z 的中心化广义 

平稳过程.公式 （ 29 ) 指出在 （ 28 ) 式中引入的函数 g N ( X ) 可以看作谱密度 WA ) 的逼 
近（当它存在时).由此可得，如果根据观测 X Ql X lr --, N n ^ 作为相关函数 R ( m ) 
的估计量取量 


N — m — l 

当 0 彡 m 彡 AT — 1 ， 


N — m 


k=0 


( 48 ) 


RN ( m ) 




当 一— 1 ) < 771 < 0 , 

当 m 其余的 （m e Z )， 




0 ? t 


则对谱密度 & A ) 的估计量自然是（参见 （ 28 ) 式）函数 


m 


^2 Rn { ju ) 


_iAm 


9 n ( X ) = — 


1 


e 


N 


|mj<iV 


经过简单的变换，函数 9 nW 可以表示成 


2 


N-1 


E 知 


一 i 入 fe 


( 49 ) 


9 nW 




2 ttN 


A:=0 


它称作“周期图” ( periodogram ). 很容易看出，因为对 m 且 | m | < iV - 1 有 ERN { m ) 

i ?( m )， 则 




( 50 ) 


E § jv ( A ) = gN ( X ) 


注意， 


N-1N—1 


I ： E 雕-〜 


-iX(k-l) 


9 nW = 


2 ttN 


fc=o i=o 

N — 1N_1 


7T 


-iX(k-l) 


EE 


e 


2 irN 


— 7T 


A :=0 Z =0 


r ir ! N^lN-1 

k=0 1=0 


i(u—X)k — 


i { u ~ x ) l g { u)d 




e 


e 


2 


N-1 


7T 


7T 


E 


i(i/—\)k 


( 51 ) 


屯 n (卩一 X ) g {^) du , 


g ( y)dv = 


e 


2 nN 


一 7T 


— 7T 


fc=0 


这里函数 （ FejSr 核) 


2 1 


1 / sin ( A ^ A / 2 ) 

2 irN 、 sin ( A / 2 ) 


2 


,A ^ 27rm, m e Z, 


N-l 


E 


iXk 


令 iV (入） = 


e 


2 ttN 


N 


k=0 


2丌， 
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这样，公式 （50) 和 （51) 显示周期图是谱密度的渐近无偏 ( unbiased ) 估计，即 
对几乎所有 Ae [-7T,7rj ， 有 


屯 N(v ― \) g { y)dv g {\), 当 N 


(52) 


— oo 


由 Fejer 核的性质得到(参见,例如，[邪;第 VDI 章，§ 2 ])，对所有函数夕 e C([-7r,7r]) 

成立.但是均 方误差 E \ g N {\) - g ( X )\ 2 随着 TV 的增加，一般地说并 不趋于 0. 因此， 
在实践中代替估计 9 nW 釆用 平滑化的估计 即估计量 


^(A - p)gN(^)du, 


这里 W N (^), NeN 称作“谱窗口”，它的选取, 使得： 

) 函数 WOv ( A ) 在0点的邻域有很尖锐的极 大值； 

b ) f ^ W N ( X ) dX ^ l ; 

c ) 当 N 

例如，借助窗口 W N ( X ) = a N B ( a N X ) 的巴特利特 ( Bartlett ) 估计，这里 


a 


时 ，对 Ae[-7T ， 7T] 有 E | 砹 ( A )- p ( A )| 


2 


0 


―> 00 


2 


A 


sin — 


2 


那卜5 A 


， 轉卜冗， 


2 


而序列丁 oo , ajv /^ - ^ 0 (iV — oo ). 

在条件 a )， b ), c ) 下，其他形式的谱窗口，可参见，例如， [85; 第 VI 章，§ 4 ])，还可以 


看 [6,80] 


§15. 平稳过程各章节中最有意义的（无论从理论上，还是从应用上) 一 节是关 

于利用这个过程的“过去”值来预测 ( forecast ) (外插 （ extrapolation )) 它的“将 

来，，值 * 


从预测问题的最简单情况开始.设 X = {X(t),t e 了}， T c R 是 L 2 - 过程.需要 

找出随机变量 X(t) 的最 佳逼近 (依照 L 2 (Q) 空间的范薮 IHI), 基于在时刻 s < t 以前 
所有过程 X 的值.如果假设所有随机变量 y 是 CT- 代数見 = a{X{u) y u < s,ueT} 
可测的，且模的平方是可积的 v 即随机变量€ L 2 ( f 2，〜 P ), 则问题归结为求量 


M{\\X(t)-y\\ ： yeL 2 (n^ Sy P)} 


和那样的值 y , 使得这个 inf 可以达到（那样的元素是存在的). 

根据 Hilbert 空间 H 的定理，所有的元素 xeH 可以 表示成 （对给定的子空间 
LCH ) 如 下唯一 形式: x = y \ z % 这里 y G L 和 z G ( 在丑中 I 的正交补).量 y 
一般用 Pr L x 来表示，这里算子 Pu 称作从 B 投影到 Z 的投影 算子. 
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进而，取 K = L 2 ( n , 多， P ) 和 L 找到 


2 


M{\\X(t)-y\\:ye L^(Q^ S1 P)} ^ ||X ⑴ - Pr LHQ ^ P) X(t)l 


在第四章习题1中，已经指出如果 a - 代数 W c 多和随 机变量 YeL 2 ( n ,^, P ), 
则(依概率 P - a , S .) 有 


^L 2 (n^,p)y = E(y|^)* 

这样，在均方意义下在 L 2 汾 ，見， P ) 中对 X(t) 的最佳估计是条件数学期望 E(X(t)\ 


見) 


寻求关于 a -代数見的条件数学期望，一般来说是一个非常复杂的问题.但是， 
如果只是限制基于在随机变量 X u , u ^ s , ueT 的线性组合（和它们在空间 L 2 ( Q ) 
的极限） 上的线性预测， 则问题本质上有简化，对于它的解采用 Hilbert 空间理论非 
常有利，它可以帮助得到一系列有趣的结果.这些结果是关于某些重要平稳过程类 
的构造. ^ 


为研究线性预测，对 s e T 引入空间 H s (X) y 它是随机变量 X(u),u ^s,ueT 
的线性组合在均方意义下的闭包.设 


H.^X) = H H S (X), H(X)= L 2 [X ]， 


ser 


这里 L 2 p (] 在 L 2 ⑼中，所有随机变量 X ( u )， ueT 线性组合的 闭包， 显然， H ( X ) 
是在 L 2 (Q) 中 包含所有空间 ff s (X),s€T 的 最小子 空间.我们研究的利用这个过程 
到时刻 s 的“过去”值 来线性预测量 X ( t ) 的问题，现在就成了利用空间 i / s ( X ) 的 
元素 最佳逼近义⑷ （依 L 2 ( Q ) 空间的范数）的问题.这样，被称 为线性预测的误差自 
然就是量（对所有的 s , teT ) 


A(s,t)=inf{\\X(t)-y\\ ： yeH s (X)} 


(53) 


前面所提到的线性预测问题的解就是 P s X(t), 这里为了简单用巧来代替算子 

(从丑( X )到 H S { X )). 

引入的线性预测误差 A(s,t) 满足下列的 性质： 对所有的 s ， t ， u6T 有 


Pr 


H S ( X ) 


(54) 


A(s,t) = A(5 + + u) 


(注意，如果 

CnX ( s n + u ) e H S + U { X ), 这里 Cfc € C , s k e T , s k 彡 s ， 则由于过程 X 的平稳性有 

||X ⑷一 y|| 2 = ||X(f + W — ^ 2 ). 

由 （54) 式得到，量 A( s ，s + W 不依赖于 s ， 因此可以假设 


ciX(si) + *，. + c n X(s n ) E H S (X) 和 


c^X^Si + w) + 


z 


y 






J ( u ) ：= A ( s ， s + u) y u 
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这样 ， M U^O (ueT)^ 5{u) = 0和对 Z； 彡 u(u, veT) 有 


5( v ) ^ <5( u ) 

完全清楚性质 （55) 的 含义: 利用这个过程在时刻 s 的“过去”值仏 (X)，s < «，来线 
性预测的误差随着 s 减少而增加. 

§16. 线性预测误差 S ( t ), t ^ O 的渐近趋势问题是与下面的概念有着密切联系. 
定义 11. 设: r = M 或者 r = z，x = { x ( t ), teT } 是中心化的平稳随机过程. 

过程 X 称作 奇异的 (singular) 或 者确定性的， 如.果 H .^ X ) = H ( X ), 即对所有的 

I 

s,t 6 T 有 H S ( X ) = H t ( X ). 过程 X 称作 规则的 （ regular ) 或者纯 非确定性的， 如果 

H^(X) = { 0 } ( 记作 = 0 ). 


(55) 


定理 11. 中心化平稳随机过程 X 是 

1) 奇异的当且仅当对某个 k > (Mo GT 有 5{ t 0 ) = 0 (这时，对所有的 t eT 有 


5 ⑴= 0 ); 


2) 规则的当且仅当 t 


时有 


— ^ oo 


S z ( t ) R (0 ) y 


(56) 


这里， R (0) 是过程的相关函数只 ⑴在 0 点的值 (在我们的情况有 R ( t ) = 
EX_0)). 

证 • 1) 如果过程 X 是 奇异的 ，则 X ( t)e H t ( X ) = H S ( X ), 因此对任意的 s,teT 

有 △(M) = 0. 

设对某个纪 > 0(t o G T) 有 S { to ) = 0. 这时对任意的 s e T 有+砣） G 

H S ( X ). 由于 （55) 式对 f 有 X ( t ) e H S ( X ).. 因此，得到 H t ( X ) = 对 

^ t^s + t 0 . 由于 S 的任意性,看出X是奇异的. ' 

2) 设满足关系式 （56). 对 s ，t e r 有 


S 


2 


1 2 


只⑼ = \\ X ( t )\\ 2 = \\ P $ X ( t ) W 2 ^ || X ⑴— PsX(t)f = \\ P s X ( t )\\ 2 ^ S 2 ( t ^ s ). (57) 


因此，当 


时，对每个 t G T 有 || 巧 X ⑷ || 


0. 注意，如果 A ， L 2 是 
Hilbert 空间 if 的子空间，且 la C 1 2 ,则对任意的 x e 丑有 || P Ll x || ^ |朽 2 邱.这 
样，对每个 s，t 6 了 有 || P_ooX ⑴ II < || P s X ( t )||. 于是 P - ooXit ) = 0,即对 t e T 

有 X ⑴丄 丑一 oo(X), 由此可搏丑 (X) 丄 iT-oopa 因为 i?_oo(X) C H ( X ), 所以 


00 


H^(X) = { 0 }- 

从另一方面，设 H _ oo ( X ) = 0, 考虑到 （57) 式，可以看出关系式 （56) 直接可由 
下面的引理得出. 
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引理1 设丑 er 是 Hilbert 空间丑中递降子空间族，即当 XMJ eT 
时有 c H t . 如果 fl 压 ={0}， 则当 

t^T 

Ps 是由丑到札的投影算子. 


时有 P s x ^ 0对每个 ; r €孖，这里， 


s —^ — oo 


证. 因为对每个 ：r 6丑，当 s < t 时有 \\ P s x \\ ^ \\ P t x\l 则只需要证当 k 

设 L k = H th eH t 


~^ OO 


时有 \\ P tk x \\ 0,这里4+1 < e N 和 lim 4 


— 00. 




fc+1 ， 


丑 u +1 = H tk , keN . 这时，对任 意的 : r e H ， m>k 有 


巧 m X + ^2 A 


Pt 


X = 


X ， 


j—k 


这里•是由 H 到& 的投影算子，由此可得 \\ P tk x \\ 2 = \\ Pt m xf + m f ： \\ Q 5 x \\\ 因 
此， £ IIQ ^ II 2 < || P tl x || 2 < | W | 2 . 这样， 当 m>k 时如果 fc，m 


j—k 


有 


oc , 




I 防 x " 


2 


\Pt 


0 


X 一 




(显然可以研究 k ^ m 的情况).由于空间丑的完备性，存在极限元素 y = lim 巧 

k—oo 

因为当 fc 彡 m 时有 P tk x e i ? tm ，则 y € 对任意的 m € N . 得到 ye Q .由 

m=l 

n H t . 因为根据假设 n 历 ={ o }, 则有 


x 


于族执的单调性，所以满足 n 码 

m=l 

y = o. □ 

进而引理 3 和定理 11, 证毕 .口 

§17. 这一节所述的是具有技巧性,建议初学者先读下一节§18,然后再回过头 
来阅读这一节. 

在空间 H ( X ) 中引入推 移算子 € 了 （T = R 或者 : T = Z )， 假设 


teT 


tGT 


S u { ci ^( ti ) + * * * + c n X ( t n )) = ciX(ti + u ) + * • • + c n X { t n + u ) ? 

这里 c fc G C ， t k e T,k = 1, 

E c k X ( i k ) = E djX ^ Sj ), 这里心 e C， Sj eT，j = l ， 

k=l j=l 

稳性对 it G T 有 


e N . 给定的定义是相容的.事实上，如果 

eN ， 则由于 X 的平 


， n , n 


• • 


， m, m 


_ 鲁 * • 


2 


2 


y ^ CfcXfa ) — ^^ djX ( sj ) = CkX(tk + w ) — ^^ djX(sj + u ) 


0 = 


fc=l 


fc=l 


J — 


3 — 


类似地可以建立起对每个 ugT 有 


( S u x ， S u y ) = ( x ， y )， x，y e Lin { X ⑷， t G T } 
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换句话说，&是在随机变量 X ( t)，teT 的线性组合 Lm{X ( t ), xeT ] 上的保距算子， 
且 \\ S u x \\ = || o :|| 对 j € Lin { X ( t),t ET }, ueT . 因此 ，& 可以唯一地延拓到 H ( X ) 

上成为保距算子. 

不难验证（先验证元素在 Lin{X ⑷， 〖 G T }), ( S u ) ueT 组成在 H ( X ) 中的算子群， 
即对 wter 有 


~ S U S V 


= 1 是恒等算子、 


这里今 


这样，所构造的推移算子 S u ,u e T 构成在 H { X ) 上保距（意味着线性的）算子 


T IV- 

群 


引理 4. 对任意的 € T 


S U H V (X) = H U+V (X), SuH.^X )= 丑 _ooP0, 

V 

Pu+vSu ~ SuPv ， P-OqSu ~ S U P 一 QQ 、 


(58) 


(59) 


这里是由丑 ( X ) 到 H t ( X ) 的投影算子 ， f e T [ j {- oo } 

证.对 

H U + V ( X ). 考虑到 J ，有 


G r ， 显然 S u { Lin { X ( t),t ^ v , tGT }) c H U + V ( X ). 因此 S U H V ( X ) C 


UjV 


H U + V ( X ) = S U S - U H U + V ( X ) c S U H V ( X ) 


在 （58) 式中第一个等式已证明了. 

如果 if _ oo ( X )， 贝 lj x G Ht ( X ) 对所有的 t e r . 根据已证的，对任意的 t € T 
^ s u xe H t + u ( X ). 因此 ， Ax e 丑 _ oo ( X )， 即 S U H … ( X ) c 这样， 

丑一 oo(X) = SuS^H^iX) C SuH^iX). 


于是完成了 （58) 式中的第二个等式. 

由于算子 S u ,P v ， u ， vgT 的线性性,为了证明在 （59) 式中的等式只需要验证在 
等式两边相应的算子作用在 X(t)，tG T 的结果是一样的. 

对 有 P u+v S u X(t) = P u+v X(t + u). 另一方面 X ( t ) 二队⑷ + 〜⑹，这 

里 , y v {t) = P v X{t) G i^(X )， 〜⑷丄 H V [X). 然后， XG + u) = S U X(t) = S u y v (t) + 

S u z v {t), 这里 S u y v (t) e H U+V {X), 而对任意的 H U+V (X) 由于 （ 58 ) 式第一等式 
得到 = Sw ， 这里 p e H V (X). 由此可得 


(Jh S u z v { t )) = ( g , z v { t )) =0. 

I 

如果 Hilbert 空间丑 =L ㊉ L 夂则任意的元素 xeH 唯一表示成 x = y + z , 其中 

y ^ L,ze L 1 -. 因此 S u P v X ( t ) = S u y v { t ) = P u + v X{t + u ). 进而 （59) 式第一等式证 

明完毕. 
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⑴，这里 y-oo(t) ^ 


类似地， P_ooS u X(t) = P-ooXit + u),X(t) = y_oo ⑴ + 

z—oo ⑷丄 H^ooiX). 这时， X(t -\- u) = S u X(t) = S u y- oo (t) + S^Z-oo ⑴. 
{t) e 好一 ooPO 和 &2-OC ⑴丄 丑一 oopO (根据 （58) 式第二等式)，贝 IJ 


2 一 


丑 -oo(X ) 和 

因为 S 


V - 


SuP^ooXit) = S u y-oo{t) = P-ooX(t ^ u). □ 


§ 18 . 前面所述过程的奇异性和规则性对描述平稳过程的一般构造是非常有用 


的 


定理 12 (沃尔德 （ Wbld)). 中心化 广义平稳过程 X = { 久⑴彳 e T }， 这里 ' 
T = R 或者 T = Z, (对每个 WG 卬可以分解为下面的形式： 

X(t) = teT, 

这里 M = {M ⑴， * e r} 是奇异的， 而 N = {TV ⑴, t e 是规则的过程，且 M 丄 TV, 
即对 s,t 6T 有 M ⑷丄 N(t). 除此之外，过程 M 和 N 是中心化广义平稳过程.分 
解是唯一的，如果还满足 T 面 “ 从属 ” 条件： M{t) e H t {X) (这时 N{t) G 对 

每个 t e T. 

证 • 设 M(t) = p_ooX(0 和 N(t) = x ⑷ — Mit) 对 t e r. 显然,这样定义的过 
程 M = {M(f)，t e r} 和 TV = {N{t),t e T} 有 （ 60) 式的表示 . 

根据过程 M 和 iV 的定义有 M(t)e 丑 — yX ) 和 7 V ⑴丄 i /_ oo ( X ) 对 * e T •因 
而 ， M 丄 iV •由 （60) 式得出 X{t)e H t {M)®H t {N), 因此, H t {X) c H t {M)eH t {N). 
从另一方面， M(t)e ^_ oo ( X ) C H t (X). 由此可得 H t (M) C H t (X), 这时，由于 （ 6 0) 
式对 f € T 有 H t (N) C H t (X). 这样， H t (M)®H t (N)c H t (X), 且得到，、 

H t (X)= 丑 t (M) ㊉ H t (N), t e T. 

注意，对 i G 了 有 H t (N) L if _ oo ( X ), 由此 丑一 oc ( X ). 同时 H t (N) c 

H t {X), 因此， H-^iN) C 这样丑― JiV) = {0}, 即 iV 是规则的过程.我们 

知道， H t (M) C i?_oo(X),t e T. 由 （ 61) 式得到 H-oo(X) C H t (M)®H t (N). 考虑到 

H t (N) 上 丑一 oo(X )， 得出丑 _oc(X) C H t (M),teT. 因此， H t {M) = H. co {X),teT, 

即 M 是奇异的过程 . 

验证 , M，N 是广义平稳过程.因为 M(t)e if_oo(X) c if(X) ， 则 EM ⑷ = 0 , 因 
此， EN(t) =0,t eT. 这样， M,N 是中心化随机过程 . 对 e T 利用引理 4 和算 

子 S u 的保距性有 


(60) 


(61) 


(M(v + u) y M(t + it)) = (P-ooX(v + u), P-qqX^ + u)) 

= ( P - ooSuX ^. P .^ SuXit )) 

= (AP-oo 耶)，⑴） 

=( P - ooX ^^. ooXW ) = 
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类似地， 


[N(v + u), N(t + w)) = {X(v + w) — M(v 4 - ii), X. [t + u) — M(t + u)) 

(X(v),X(t))~ (P-ooSuX^.SuXit)) 

. _(5 ；观尸 -00& 邱 ))+ 叫 )，_) 

=(X ㈦ ，翊 )- (M(v),X(t))~ ( 则， M ⑷) + (M(vlM(t)) 

' = (X(v) - M(W ⑴ - M ⑴） = (N(v) } N(t)). 

\ 

这样 , 过程 M 和 iV 有 （ 60) 式的表示，且是广义平稳过程 . 

现证分解 （ 60) 式是唯一的 .. 设与⑼）式同时还有另一个分解 X = U(t)+V(t), 

这里 = {U{t),t G T},V = {V{t),t G T} 是相应于奇异的和规则的过程 , 且 C / 丄 

■ 

eHt(X),t£T. 这时， 




H t (X) = H t (U) + H t (V) = 丑 (c/) © H t (V), 


t e T 


因此， 


H.^X) ^ n (丑 (") ㊉ H t (V)) = i/(C/) ㊉ 「| H t(y)= 丑⑼ + {0} = H(U) 


teT 


tGT 


总之,找到 


M(t) = P-ooXit) = Pr 扒 ⑺义⑴ 

= ^H(U)U{t) + Pr 丑 = ^r H ^u)U(t) + 0 = Z7 ⑴， 

显然，对所有的 teT 有 N ( t ) = V ( t ). 定理 12 的所有结论都证毕. 口 

注 5. (60) 式分解是由 Wold 首先对离散时间平稳过程得到的. Cramer 证明了 
定义在集合了 C R 上的任意中心化 L 2 - 过程 X (不一定是平稳的）可以分解为相 
互垂直两项，一项称作奇异的，而另一项是规则的.“从属”条件（参见定理 I 2 )保证 
所作分解的唯一性.这样我们证明了定理12,也是 Cramer 的结果. 

需要强调的是， （30) 式和 （38) 式是在谱的（频率的）区域进行的随机表示，而分 
解 （60) 式的另一个特点，是在时间区域进行的. 

同时注意，引理4直接可得到关系式（54)，事实上， 


A(s -\-u,t-\-u) = ||X(i + tt) — P s+u X(t + «)|| = ||5 u X(i) — P s+u S u X(t)\\ 

1 

= \\S u X(t)-S u P s X(t)\\ = \\x(t)-p $ xm=^t). 


§19. 更详细研究规则的过程的构造 



X n = 〉: CkSn 


neZ , 


_ A ;, 


fc=0 


这里，级数是均方收敛. 


证，设 X 是规则的 过程.很容易看出，对每个 m G Z , 空间 H m ( X ) 是由在 


L 2 ( Q ) 中形如 / i m _ i + cX ( m ) 元素的闭包所组成,这里 / i m _i G 丑 G C . 因 

其中 o m _i € 和 z m 丄丑 m _；!( X ), 则 H m ( X ) 表示 


为 X ( m ) 

是在 L 2 (n) 中形如 h m -i + cz m 元素的闭包,准确地说就是这种形式的元素所组成. 
注意， z m ^0(0 是在 L 2 ⑼中 a . s . 等于0的函数类).事实上，如果 
H ^ xiX ) = H m ( X ), 由于（ 58 )式得到对任意的 n e Z 有 H n _ i ( X ) = H n ( X ), 从而 

矛盾于奇异性. 

取^ = z n /\\ z n l 利用在引理 3 的证明中的讨论，正是，对固定的 n ， Z 取 

- k,k € Z +. 在所研究的情况子空间 I/fc := ㊀ 私 fc+1 是由向量 

时， || P tfc X (7 Z )|| 4 0, 则导致（ 62 ),形式的等 


5爪一1 +之 




0,则这时 


序列 tfc 

^ n - k (k ^ Z + ) 所产生的.因为当 k 


n 


— > oo 


式，其中 g W 2 < || X n || 

因此任意 固定的 n G Z (62) 式证明了， 所 以系数 c fe , fceZ , 一般来说，依赖 
于 n . 换句话说，只是建立了 


2 


< OO 


X n = J 2 4 n ) ^ 


— A ；， 


fc =0 


这里级数在 L 2 ( n ) 中收敛, 4 n) = ( X n ^ n - k ), n , kez , 

为了得到 （62) 式最简单的是取在 H ( X ) 中的另一组基.设4 = S k ^o , k GZ (® 
据前面所述，馬是在 H ( X ) 中的推移算子).考虑到 （58) 式,看出4 € H k ( X ), e k 丄 

( X ).除此之外， || q || = ||心|| = i , fcGZ . 因为一维子空间 iffc ( x ) e 丑/ e - jx ) 由 
向量6产生，因此 ， q = a k ^ k , a k e C,fc € Z 和 { q } 是对过程 X 的革新过程.最 


H k 


-1 


后， 


( 0 ) 


E 


x o = X )4 


Ck£ 一 k 


a 0 -fcS 0 —a ：= 


k^O 


k=0 


由于算子 s n (n e Z ) 的连续性和线性性，且构成群，得到 

oo oo oo oo 

= S u Xq = 〉： CkS n S—k = 〉 ^ ^k^n^—k^O = 〉: ^k^n—k^O ~ 〉: 


^k^n—k 


— 0 


fe =0 


fc =0 


k —0 
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Z } 称为对中心化 L 2 - 过程 X = { X n , n € Z } 的 


定义12,白噪声 £ = {£ 

革新 过程， 如果对所有的 n 6 Z 有 H n ( X ) = H n ( e ) 


n G 


借助于这个概念，下面的定理给出了对所有离散时间规则的过程的描述 • 

定理 13. 非退化 中心化 广义平稳过程 X = { X n ,n eZ } 是规则的必要充分条 

件是可以找到革新过程 e = { e n , neZ } 和复数序列 { c n }^ =0 e / 2 ,使得 a . s . 有 


\ —' / 


2 

6 
/—\ 
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现 在证明规则条件的充分性.如果 ， e = { a n ,n e Z } 是 任意的 白噪声（即不一 
定是过程 X 的革新 过程)，则 （62) 式说明了， X 是中心化平稳过程，且 H n { X ) C 
H n ( e),n e Z . 由此可得，对任意的 n € Z 有 H - oo ( X ) C H n ( e ). 但是 e n+1 丄 
H n ( s ), n € Z , 因此,对所有的 n e Z 有&丄 H .^( e ) . 同时 
中的基.因此, 丑 -ooPO = {0}, 即过程 X 是规则的 .口 

推论 4 . 中心化 平稳过程义={^，71€冗}是规则的当且仅当它给出了在物理 
上可实现的滤波器，并在其在“入口”处受到白噪声干扰所得到的. 

证.如果 X 是规则的，则根据定理13这个过程可以写成 (62) 式，且具有白噪 

声 e = K ， neZ } (乃是革新过程) • 

现在假设 X 给出了在物理上可实现的滤波器，即具有某个白噪声 e = { e n ,n G 
Z } 的公式 （62) (不一定是革新过程).由定理13的充分性证明得出过程 X 的规贝 [J 
性，也就是说找到了革新过程？;保证了 （62) 式分解.口 

§ 20 . 借助于所得到的结果很容易找到在第 n 步线性预测的误差量. 

注意，任意中心化平稳过程 X = e Z } 的 Wold 分解具有如下面的形式: 


e Z } 是 H ( X ) 




,£ 


n 




^n + E 


(63) 


X n = M n + N n = 


n G Z , 


CfcCn—k ， 


k=0 


这里 M n 是奇异 部分， e = {£ ny n G Z ) 是规则部分 N n (n e Z ) 的革新 过程,而数列 


M^Lo ^ l2 - 


定理 14. 对由公式 （63) 给出的过程 X = { X n ,n G Z }, 它在向前 n 步预测误 
差 S ( n ) 给出公式 


J 2 ( n ) = W 2 , 


n G N 


fc =0 


和 H m ( X ) = H m ( e ) 借助 


证.考虑到对 m,n e Z 有 Pr Hm ( x ) M n+ 

于 （62) 式得到 

<5^(/1.) = P r i? rri (X)^n+m ^ = E|iV n + m - Pr 丑爪 (jsqJV n + 


n+m 


2 


2 


2 


= E | iV n -|_ m — Prj ^ ⑷ iV n + 


二 E 


A :=0 


fc^O 


公式 （64) 再一次说明了（与（況）式比较)， 规则的 中心化平稳过程 X = { X n ,n G 

时，有下面的 性质： 


N }， 当 


71 — 00 


P( n )4 D W 2 = E l X o| 2 = _)， 


fc=0 
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这里 ， i ? = i ?( n ) 是叉的相关 函数. 

由注4和推论4得出 

推论 5. 中心化平稳过程 X = { X n ,n e Z } 是规则的当且仅当它具有谱密度 

g = g ( X ) : 且由下面公式给出 


2 


9{X) = 2 ^ ^ 

k—0 


—ikX 


2 


， A G [-7T,7r], {Cfc} G l 




给出的这样表示是谱密度的最详细的描述，下面给出 

定理15 ( Kolmogorov )♦ 具有 0中 值的平稳过程 X = { X n ,n G Z } 是规则的 
当且仅当它的谱密度 P = 5( A ) 满足 条件： 


lng ( A)dA > — oo 


证.这个结果的证明是建立在单位圆中解析哈代 ( Hardy ) 函数类馮边界的 

_ 

行为性质.参见，例如， [85; 第2卷， p _ 621]. 


§21. 根据定理14,第一步预测误差量 5(1) 等于量 | cq |， 这里 c 0 是由 Wold 分 

解 （63) 式所确定.对具有谱密度的过程，量^ 2 (1) = | c 0 | 2 可以有另外一种借助谱密 

度来表示，它是下面由柯尔莫戈洛夫 （ Kolmogorov )- 塞格 ( Szego ) 的公式给出(参 
见，定理 16). 

S L 1 = L J ([ 


]，激 ([-7 r ，7 T ])， mes )， 这里 mes 是 Lebesgue 测度 • 对非负函数 

的算 术平均 A ( v ) 和几 何平均 G { v ) 由下面公式给出 


v 


v ( X ) dX , G ( v ) — exp {^4( lnu )} 


A ( v ) = — 

w 2 tt 


在假设中，〃和 lnr 都是在区间 [- ATT ] 上可积的（形式上设 InO = - oo ) 


设 


(65) 


/(A) = 2tt^(A) ? A G [-7r,7r 

定理 16 (Kolmogorov - Szego ). 对具有谱密度 g = g ( X ) 中心化平稳过租 X 

或者 InfeL 1 这时有 


S 2 ( l ) = G ( f ) 


\ nf ( X ) dX } , 


=exp 


2tt 


或者 In / 《 L 1 这时有 5(1) = 0. 

证.这个定理的证明与概率问题和经典的函数论问题有着密切关系,我们将其 
放到附录5中. 
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补充与习题 

1,试证,给定在 R n 中有界 Borel 集组成的半环上的 Poisson 随机测度（参见第 

一章 §9) 是正交（非中心化的）随机测度. 

设 { Z a , AgM } 是复数值 I 2 -过程，且 

1) 对任意的2/ G R , 3 A | z / W , E \ Z X - 

2) 增量是正 交的， 即对所有的 A: < A 2 < A 3 , 有 


峰 


2 


0 


E(^a 2 ~ —^a 2 ) 


0 




^ 6 < oo }, 这里 （ ci，al = 0 引入随机变量族 


在半环上 f = {( a , 6], 

Z (( a , b ]) := Z ( b ) - Z ( a ). 试证 Z 是在 JT 上的正交随机测度. 

如果是由前所述过程 Z a ,A e R 所产生的测度，则可以用 J R f ( X ) dZ x 来代替 
J R f ( X ) Z ( d \). 

3.设 { Z x ,X E R } 是具有正交增量中心化的 Gauss 过程，且均方右连续（试解 

释这时过程一定要均方左连续吗?) . 设对每个 * e r 函数 〆 t ，.） ： r — c 满足条件： 


—oc < a 


\ g ( t , X )\ 2 fj ,{ dX ) < oo , 


R 


这里 M 是相对于.由过程 { Z a , AgM } 产生的正交随机测度（参见习题 2 ) Z 的构造测 
度.试证，这时过程 


g ( t , X ) dZ x ,X e T 


Y — 


R 


是中心化的 Gauss 过程 


(积分中的测度变换).设 z 是定义在 nx 勞 上的正交随机测度，且在可测空 
间 （ A〆 ） 上 (7- 有限构造函数 M (测度）（集合系 ^ = {Ae^ ： fi(A) < 00}). 设 
/i : A -> C,/i G L 2 ( A ,^, fi ). 引入 Jf = {B e ^ : f B |/i(A)| 2 /x(dA) < oo }， 设 


4 


( 66 ) 


l B ( X ) h ( X ) Z ( d \), BeJf 


V { B ) 


A 


试解释，为什么 v 是正交随机测度（如果测度 z 是中心化的， v 是中心化的), 
且有 a _ 有限构造测度 


f \h(X)\ 2 fji(dX) < oo , 

Jb 

. 试证，如果 ^ A — 则 

f 9 WV(dX) = [ g(X)h(X)Z(d\) 

Ja Ja 

与 Karhunen 定理相关（参见， [38,58,134]) 重新回到随机过程的典型表示问题_ 


BeJf 


< B ) = 


(67) 
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研究空间 L 2 ([ a ,6]) ? 它是由复数值函数，且模的平方在 [ a , 6] 上 Lebesgue 可积 
在这个 Hilbert 空间上的内积，定义为 


( f ， g )= f ( t ) g ( t ) dt ， f,g e ^([ a . b ]) 


下面的例子很好地解释了定理 3. 

例2,在区间 [0, 2 tt ] 上的 Weiner 过程有如下的表示 ( Karhunen ) 


ikt 


l-e 


E 


Zk , t e [0,2兀]， 


( 68 ) 


W { t ) 






V27T 


ik 


k= — oo 


这里& 是中心化标准正交随机变量,对每个 i e [0,2 tt ], 级数均方收敛（当 fc = 0时， 
认为 （1 


ikt 


)/ik = — t ). 

事实上，对 G [0,27 T ] 有 


— e 


Cfc ( s ) e 


iku 


(69) 


l[o，] ⑻ 


\/2 tt 


k= — oo 


函数 ( l / V ^) e^,/e G Z 构成在空间 L 2 ([0 ? 2 tt ]} 中标准正交完 全系； 对每个 

G [0, 2 tt ] 级数 （69) 在空间 L 2 ([0,2 tt ]) 中收敛,且傅里叶 ( Fourier ) 系数 


S 


2 ?r 


(1 - e ~ iks )/ ik , keZ 


— iku 


⑻ 


Ck(s)= 


du = 


e 


\/27 f 




o 


( co ( s ) = s /\ Z ^ f ). Parseval 等式说明，对 s，t G [0, 2 tt ] 有 

1 oo 

min{s，0 = (l[o, s ],l[o^]> =2^Y1 

k= — oo 

由定理 3 得出表示 （68) 式，只需要在那里设 A = Z , 


— iks 


一 ikt 


(1 


)(1 一 


— e 


e 


k 2 


— %}ct 


— e 


， i G 0 ? 27 T y fc G A 


f ( t ， k ) 


y/^K ik 

取测度 /i 为 A 上的计数测度，即 Mk }) = 1, 对 Z . 口 

5. 试证，表示 （68) 式 a . s . 成立,且其中斗是独立随机变量 ， fc G Z 具有标准正态 

分布 （ N (0，1)). 准确的说，试证,在那样选取的随机变量 z k {k e Z ) 在 （68) 式右半部 

分有连续修正,且是具有相关函数 min { s , t }, s,te [0, 2 tt ] 的中心化 Gauss 随机过程. 

引入一些对以后讨论 Hilbert 空间中算子理论的必要结果. 

与在 [ a,x [ a ,6] 上连续的相关函数 

( Fredholm ) 算子 A , 它作用在 L 2 ([ a ，6]) 中具有如下形式 


r ( s ， t ) 有关的有界线性弗雷德霍姆 


6 


Af ( s ) = I r ( s ， t ) f ( t ) dt，f eL 2 ([ a , 6]) 


(70) 
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函数 r = r ( s , t ) 称作积分算子 A 的核. 

6 •设 ； C = G [ a , 6]} 是复数值炉-过程，且在 [ a , 6] 上均方连续.试证， 

这个性质等价于在 [ a ，6] 上函数 m ( t ) 二 EX ( t ) 连续和在 [ a , x [ a ， 上相关函数 

r ( s , t )= cov ( X ( s ), X ( t )) 连续. 

7. 试证，在公式 （70) 中的算子 A 是紧的，即算子 A 将所有依泛数有界集映射 
为准紧 (pre - compact) 集之中的（也就是,该集合的闭包是紧的). 

Schmidt 算子（参见， [35; 第 IX 章,§2,第一段],)，因为 

| r ( s , t)\ 2 dsdt < 

同_时注意，算子 A 是自共扼的，因为（参见 [35; 第 K 章，§2,第二段 ]) 它的共轭算 

子由埃尔米特 (Hermite) 共轭核 f(M) 给出，而对相关函数 r(s ， t) 成立等式 
r ( s , t ) = ^),对所有的 sj e 沁, 6]. 

回顾经典的结果（参见 [35; 第 IV 章,§叩. 

定理 17 (Hilbert - Schmidt) •设 d 是在（复的） Hilbert 空间丑上的紧自共 

扼算子.这时，存在算子 A 对应非0特征值的特征向量组成的标准正交系 {</>„,n € 
J ) ,使得任意的元素 heH 唯一地表示成 


引入算子 A 


Hilbert 




(71) 


: 多 n + 以， 

n 


h = 


(72) 


这里 C n ec,ne KerA (即 Aw = 0), 集合 J 是有限或者是可数（在后一种情 

况，级数（7 2 )依范数 || . || = (- r ) 1/2 收 敛). 此外，由于算子乂的紧性，特征值 A n 在 

a 

以0为圆心的任意圆外的个数是有限的，因此它们可以进行按照模的不增加而重新 

排序 M 彡 | A 2 | 彡 


如果 J 可数，则 lim A n =0 


注意，在丑中自共轭算子 A 的特征值是实的，而对应非0特征值的特征向量是 
正交的,特别是， (4 > n ? u ) = 0 ,n e J . 

对 （ 7 0) 式中的算子 A 由于丑 = L 2 ([ a , bJ ) 的可分性，在子空间 Ker ^ l 中可以 
选取标准正交基 { MkeM , 这里 M 是有限或可数的（认为 M 和是不相 交的； 如 

果 KerA = 0，则 M = 0)* 将系 {< p n y 


J } 补充后成为在丑中的标准正交基 
J [ JMh 重新将 （72) 写成按照算子 A 的特征向量作基的分解 形式： 




h = 


keJ[jM 


(73) 


c k 




/eg JUM 


如果，指标集 J[jM 是可数的，则 Fourier 级数 （73) 依在 L 2 ([ a , b }) 中范数收敛. 

由于习题6和7,根据 （73) 式对均方连续过程 X = { X⑴， （e [ a , 6]} 的相关函 

数 r ， 对每个 t e [ a ，6]， 有 


”(艺， •） = 


keJUM 


第七章平稳过程.离散与连续时间 


237 


这里, 


c k ( t ) = r ( t , s ) ( f > k { s)ds = X k ( f ) k ( t ) = Xk < i > k ( t ) 


进而 


(v) = E 入 fc 多 fc ⑴如 ㈠ - 


(74) 


keJ 


如果， J 是可数的，则级数 （73), (74) 对任意的 i 6 [ a , 6]，在 L 2 ([ a ? 6]) 中收敛 • 注意， 
这里所有的 A fc 是实的和 X k = o , keM . 

8. 试证，（由于函数 r 的非负定性）对 J 有 Afc > 0. 

下面定理说明关系式 （74) 可以加强（参 见; 例如 [ GO ; p .263]). 

定理18 (默塞尔 （ Mercer )). 设 r = r ( s ， t ) 是在 [ a , 6] x [ a ，6] 上连续的相关函 

数.这时，对所有的 s,t e [ a ，6] 有 


( s , t ) = Y ^ x ^ k ( s )4> k ( t ), 


(75) 


keJ 


且,如果 <7 是可数的，则在 [ a , b ] x [ a ,6] 上级数（乃）绝对和一致收敛 （ A fc 和如表示 
(70) 式中算子乂的正特征值和对应的特征函数)， 

作为推论，由此可得 

定理 19 (Karhunen —洛埃韦 ( Loeve )). 设 X = ( X ( t ), t € [ a , 6]} 是在 [ a ,6] 

上的均方连续中心化 L 2 - 过程,且具有相关函数 r = r ( M ). 这时，对每个 t G [ a , 6], 

x(t) = 


(76) 


Zk a , s ” 


keJ 


这里 \ k ,< j > k 与在 （75) 式中一样，而 { z ky keJ } 是中心化标准正交随机变量.对可数 
的 J 级数 （76) 是均方收敛. 

证. 设 T = [ a , 6 ]， A = J 和对 k T，e A , /( U ) = 这时性质 （75) 转 

换成 （18) 式，其中 / i 是在 A 上的计数测度,即对 fc € A , 有= 1.由 Karhunen 
定理（定理 3) 直接可以得出 （76) 式成立 .口 

估计下面的量 


參 


E| 翊 -J] y^fc^Zfcl 2 , 


k^n 


试证，如果满足定理19的条件，则在 （76) 式分解中，作为量办可以取中心化标准 
正交的量 


(77) 




邛= 
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这里积分的确定（存在）是作为相应黎曼 ( Riemann ) 积分和的均方极限.试解释，为 
什么对在 [ a ，6] x 上连续的相关函数 


特征函数知 G C ([ a , b]),k e J 
除此之外,试证,具有给定的 z kl keJ (76) 式均方收敛将一致地对 t G [ a , b ]. 


例 3. 利用定理19，对在区间 [0,1] 上的 Wiener 过程 W ( t ), 试找出 


一 Loeve 分解 


Karhunen 


为此，求在 [ a , b ] x [ a ,6] 上连续的相关函数 r ( s , t ) = e [0,1], 所确 

定出积分算子的特征和特征函数.根据习题8,量 Afc > 0,对€ J . 正如习题9 
所示,有如 e C ([ o , l ]). 

对于 A > 0和4 e C ([0,11) 研究方程 


r { s , t )< j ){ t)dt = A 彡 ( s )， 


^ [0,1]， 


s 


o 


即方程 


因为 （78) 式左半部分在每一点 S e [0,1] 上可微（在区间的端点相应的只需要一个 
方向可导)，则函数4可微，且 


4>( t)dt = A 彡 (5), 


(78) 


S 


0 


cf >( t)dt = A ^( s ), s e [0,1]. 


重新对该等式的两边进行对 s 求导，所求 函数舛 S ) 应该满足下面的方程 

< f > n { s ) = -(1/ A )^)(5). 


这个方程的通解是 


0 ⑷ = = Ao t os{s/V\) + J5sin(s/\/A), 

这里 AB 是常数.考虑到 0(0) = 0，列1) =0,找出 


0， { B / VX ) cos ( l /\/ A ) = 0, 


A 




由此可得 


入 fc = ((& + 1/2) 丌 ） 2 ， k 6 = {0,1, *. * • }. 

由标准化条件 fU 2 k ( s)ds = l 和等式 （79) 给出了函数 Ms ) 下面的表示式 


(79) 


( pk ( s ) = \/2sin((/c + 1/2 )tts), 


G 0,1 , fc £ Z+ 


(80) 


s 


很容易验证，所有找出的量 Afc 和 #， fc e Z + 满足 s 知的方程 （78). 这样，根瑪 
(76) 式的表示找到 


sin((fc + l /2)7 rt ) 
(k + l /2)7 rt 


^) = v^E 


(81) 


之 fc ， 


fc =0 
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这里 { z k , kGZ + } 是标准正交中心化（由于习题 9) 的随机变量 序列； （81) 式中的级 
数是均方收敛，在 [0,1] 上一致地成立. 

注 6. 第二章习题4指出， L 2 % ⑷, i e [0,1]] 是 Gauss %.根据习题9在 （77) 
式中的量 { z k ,k E Z +} W X ( t ) = W ( t),a = 0,6 = 1构成 Gauss 过程.因为对中心 

化实 Gauss 过程正交性等价于独立性，则利用第四章习题11,得出对每个 t € 10,11 
级数 （81) 以概率1收敛,这里独立随机变量 

Wiener 过程同一个概率空间（仏多， P ) 上. 


N (0, 1)， keZ + 是定义在与给定的 


Zk 


10. 试求，在区间 [0， c ] 上对具有相关函数 r ( s ， t ) 

过程的 




，中 ct > 0, 5, f G 


的 Ornstein 


Loeve 分解 


- Uhlenbeck 


Karhunen - 


11•设 X = { X ( t),t e R } 是具有相关函数 r ( s ， t ) = R(s — t ) 的均方连续过程_ 
设 X 是具有周期 a 的周期函数，即对每个 f G M a . s . 有 X(t + a ) = X ( t ). 试求 X 的 


Loeve 分解 


Karhunen - 


对随机函数不同典型分解给出了应用,例如在小册子 [58]. 典型表示的重要意义 
是应用随机过程的理论去解决存在有扰的情况下发现信号的问题.特别是，具有非 
常重要意义的问 题是： 什么样的情况，在这样或那样问题中随机函数典型分解中可 

以限制在有限项.关于这方面的例子可以在 [58; §174] 中找到. 

在第七章定理3和第二章定理6之间有着密切联系. 

I 

12. 试证,如果相关函数 7* = 

生核 r = r ( s , t ), 由下面函数组成： 


( M ) 有 （18) 式的表示，则 Hilbert 空间丑具有再 


h { t ) = / g ( X ) f ( t , A)/i(dA), g e L 2 [ f ], t e T 


(82) 


这里 L 2 [ f ] 是在 L 2 ( A〆 #) 中函数 e T 线性组合的闭包，在 if 中内积由 
下面公式所 决定： 


( huh 2 )= /讥（入)副刺， 


其中 / ifc 和处，= 1，2与关系式 （82) 有关.设 Z 是在贫 x D 上正交随机测度，且具 
有构造函数测度 M (参见定理 2), 设 L 2 [/] = L 2 ( A , W , M ). 试解释，为什么对具有形 
如 （19) 式的过程 X = { X ( t ), teT }, 过程在第二章定理6中出现的过程 Y 由下面 
公式给出 


Y ( h ) = / g ( X ) Z ( d \), 


(83) 


这里/ I 根据 （82) 式依 g 而定. 

13. 试证，（实的）具有再生核 r ( s , t ) = min { s , t }, s,t e E +, 它是 Wiener 过程的 

相关函数的 Hilbert 空间是由下面函数所组成 


g ( X ) dX ^ t G M +, 对其 / g 2 ( X)dX < 


/i ⑷ 


(84) 




oo 


随机过程论 


240 


(积分是对 Lebesgue 测度)，试说明，为什么 L 2 [^] ? 即在 L 2 ( Q ， 多， P ) 中 W ( t ), teR + 
的线性组合闭包，是有形如 （83) 式的量所组成，其中 Z 是由 Wiener 过程本身在 
贫 x D 上所产生的正交随机测度（参见，例1)，而函数 5 满足条件 （84). 

研究一系列平稳和非平稳过程的具体例子（这里平稳指的是广义的). 

14.设 X ：= { X ( t ) = G R }, 这里实随机变量 《 w , 其中 i / 具有在 

试验证， X 给出具有 （36) 形式 


[0,2 tt ] 上均勻分布，与 (^7?) 相互独立，而 E |^| 2 

的相关函数的中心化平稳过程，其中测度 G = EfF ， F 是随机变量 r / 的概率分布.设 

_ 

Y = ( y ( t ) =^ cos (77 t + ^),i G M }. 试验证 ， r 是平稳过程.如果 ,X = { X ⑴ J e IR } 
是复数值平稳过程,则能否确信 { ReX ⑴， t e R } 和 { lmX { t ), teU } 是平稳过程？ 

15 (电报信号).设 TV = { iV t ， t 彡 0} 是具有常数强度 A > 0的 Poisson 过程.设 
随机变量与过程 iV 独立，且 P(C = -1) = P(C = 1) = 1/2 . 弓 I 入过程,称作电报信 
号或者电报波，如果 


< 00 . 




试求， CO v ( X ( S )， X ⑴), M > 0 (与第三章习题27相比较). 

16 (习题 1 S 的推广).设 { Cn , n ^ l } 是独立同分布实随机变量序列,且与 Poisson 

过程 N = { N u t ^ 0} 独立,后者以概率1在时刻 n < r 2 < • * ■ 跳跃（参见第二章定 

理 2). 假设当 ♦) 《 t < T k +1 ( uj ) W , X (t , OJ ) = Cfc ㈨ )，这里 = 0, 1，… (7" 0 = 0) .如 

果在序列 { r k ( u ), k ^0} 中找到相重合点（只可能以概率为 0), 则设 X ( t , uj ) = 0对 
t > 0,若 E 泛 < 00,试求过程 X = { X ( t),t ^ 0} 的相关函数. 

17. 对具有相关函数 r = r ( s , t ) 的 分数噪声过程 （参见第六章定义14)，试证存 

在渐近平稳性,其含义是存在极限 s lim r( 5 , S + t ). 

分数噪声过程（也包括分数噪的各式各样的推广在构造比较复杂过程的 
不同模型中起着非常重要的作用，参见,例如， [13, 111], 

18. 试求 Ornstein - Uhlenbeck 过程的谱密度. 

19. 试举（与定理8有关）非负定函数 R { t) y t e R 处处连续,但是除了点 t = 0 


的例子 


九 20.设 咕)、…， h n ( t ) 是定义在集合 r 上的复数值函数.试证， KM ) = 
E hj ( s ) KMs，t G T 是非负定函数.试给出具有这样的相关函数的非 Gauss 过 

S 的例子. 

21•设 { X n , neZ } 是具有中值为 a ， 相关函数为 i ? = R ( n)，neZ 的平稳过程. 
试证，当 iV 


时，有 


— ^ oo 


1 N _ l 
TV Y^ Xk 


1 N-l 

— J2 R ( k ) ^ ° 


L 2 {Q) 


a 4 =^ 


fc =0 
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22. 设在前面习题条件中，有 


N N 


J2 R(k)(l-\k\/N)^cN 


- m ) 


(85) ‘ 


— 7 


N 2 


N 


/c X TTI 1 




时有 


对某些 c，7 > 0和所有的 N eN . 试证，当 N 


— oo 


N-1 




( 86 ) 


0 


a.s 


N 


k~0 


时有 R(n) = 0( n _ 7 )， 则条件 （ 85 ) 满足 * 


试验证,如果当 


n — oo 


定理 20 (卡波什廷 (Guboshkin) [14]). 设X = {X(n),n G Z} 是具有0中 
值和相关函数 及 = 丑 ( 几 ) ， 71€2 (设 i?(0) = l) 的平稳过程.这时（ 86 )式成立当且仅 

当 G({0}) = 0和 




Z ( dX ) = 0 


lim 


a.s., 


0<|Aj^2 - 


这里 Z 是 （35) 式谱表示中的正交随机测度，而 G 是它的构造函数（测度). 

注意，这个结果的证明是偺助于将和 /T 1 全X ,，对彡 fc < 2^(71 = 0,1，…) 

J = 1 

Z{dX) + 礼 这里，在 L 2 ⑼中有 lim 也= 0 a,s,_ 

^ oo 

23 •设X = {X ni n E N} 是具有相关函数只= R(n),n e Z 的中心化实 Gauss 

平稳序列.试证,条件 


表示成 J1 


A|^2 - 


n 


N-1 


丑 2 斤) — 0,当 N 


— 00 


N 


k=0 


是充分且必要的，使得在 （48) 式中引入的估计 R N {m) 是均方有效的，即对 m G Z， 

时，有 E| 反 v(m) _ 

24 •设 X = {X n ,n e Z} 是形如 （ 39 ) 式的滑动平均过程.要求£ |c fc | < 

^ £ fc ,feeZ 是独立同分布随机变量，且 Es 

求,对频奉 A,z^ € [-7r，7r] 的 lim^cov(fN(A)/f N (u)). 

设 Z 是相对于具有参数 a , P >0 Ornstein - Uhlenbeck 过程的正交随机测 
度（参见，第三章习题 27). 试证，过程 


2 


当 N 


0 


— > oo 


oo 


fc = —OO 


设 /iv(A) 是“周期图” （49) 式.试 


4 


< OO- 


k 


5 


« 


oo AtX 


1 iX H~ P 


e 


(87) 


Z ( d \)^ t ^ 0 


W{t)= 


iX 


a 


oo 


(根据连续性，假定在 A = 0点 （e& A -1)/A = t) 是 Wiener 过程 _ (借助于 Kolmogorov 

定理（第二章定理 18), 存在这个过程的连续修正 .） 
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值得 一 提的是，表不式 （87) 给出了借助于 Ornstein - Uhlenbeck 过程来构造 
Wiener 过程，而公式 (III.88) 说明了 Ornstein - Uhlenbeck 过程如何通过 Wiener 过 

程来表示.在第八章我们将研究朗之万 (Langevin) 随机微分方程，它与这两种重要 

过程都有关. 

利用习题 4 ,表示式 （87) 可以重新写成如下面的形式（与例2比较） 

a 


oo ^i\t 


W ( t ) = 


V ( dX )^ t > 0, 


( 88 ) 


iX 


这里,正如在习题 4 中所述的，由具有函数 /i(A) = (U + (5)/ a , A e R, 公式 （66) 给出 
的在半环 JT 上的正交随机测度 K 

注 7. 根据第三章定理1, Wiener 过程的轨道在一点 i € 1R+ 上 

试证,每一点 i € R+ 上都不存在 W ( t ) 的导数，甚至于依概率取极限.然而,如果只 
是形式上的进行 （88) 式对 f 求导，得到被称作“白噪声”的 


都不可微. 


a.s 


* 


itX 


W ( t )= 


V ( d \) 


(89) 


这个称呼与下面的事实有关.它形式上是由调和振动的叠加而成,且包含在 （89) 

式中的每一个具有相同的强度（振幅）（因为对7来说，它的构造测度是 Lebegue 测 

度).“白噪声”定义的精确定义是在广义随机过程理论中给出的（与定义10比较)， 
这方面的导论可参见 p7j. 

本章所得到的结果可以推广到向量值过程，甚至于到随机场.介绍一些这方面 


的结果 


具有复数值元素的矩阵函数 c ( s ， t ) = ( c jk ( s ， ty ^ k = v s，t e r 称作非负定的（或 
者正定的)，如果对所有的1，任意的 t u … ，& er 和列向量 a ， … , z n eC m W 


^ 2 弘(心，彡0, 


j^=l 


这里符号 * 表示转置和所有元素的复共轭. 

取值于的向量过程 X = { X { t ), teT } 称作I 2 -过程，如果对所有的亡 e T 
有 E \\ X ( t )\\ 2 < oo. 这里，范数 || • || 在复欧氏空间（特别的，是实的）定义 如下： 


Ikll =(之，2) 1/2 ,其中 ( z , w ) = 呵，对2, 


G C 


fe=l 


定义 L 2 - 过程 X 的中值向量函数和协方差（相 关） 矩阵函数 如下： 

% 

a ( t ) 二 EX ( t ) G C m , r ( s , t ) = E ( X ( s ) - a ( s ))( X ( t ) - a ⑷广. 

26. 试证，矩阵函数 R ( s f t ), s,t E T (具有复数值元素）是某个向量I 2 -过程 
X = { X ( t ), teT } 的相关函数当且仅当它是非负定的. 
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设: T 是线性空间.取值于的 L 2 - 过程 X = { X ( t),t e T } 称作广义平稳 


. 的，如果 


(90) 


a ( t ) = a G C m ， r ( s ， t ) = R(s — t ), s，t eT 

矩阵函数 C ( t),t 6 T 称作非负定的，如果函数 r ( s , t ) := C{s - t ), s,t e T,s -t G T 

是非负定的. 

如前所述,所研究的过程（或场）都认为是中心化的. 

称取值于随机向量序列 e n ，n e Z 是白噪声，如果在 （90) 式中有 


0，丑 ⑼= A R ( n ) =0，当 n 一 0, 


a 




这里7■是 m 阶单位矩阵.对连续时间的过程，这个术语，正如前面所述，具有较复杂 
的意义. 


滑动平均向量过程由下面公式给出: 


X ( n ) = ^ : AkS 


(91) 


n G Z , 


fe=—oo 


这里 〆 = { e n ,ne Z } 是白噪声，為 G Z 是由 C m 到 C m 映射矩阵（算 子). 级数 
(91) 收敛是均方意义下的. ^ 

27. 试证 , 为使级数 （ 91) 在 L 2 (Q,^P) 中收敛，只需要 f |A fc | 2 < do, 这里， 


1/2 


试求滑动平均向量过程的 


|^| ：= ( TV 儿4*) 1 〆 2 


2 


，对 A = ( a jq ) j ^ q=l 


XI \ a 3Q\ 


m 




J,Q= 


相关函数 


如果 T 1 是具有距离 p 的距离空间，则取值于 C - 的 P -过程 X = { X ( i ), t € T } 

称作在点 t 处均方连续，如果 


E \\ X ( s )- X ( t)f ^0, 当 〆 — 0 

如果在每一点 i T 处满足 （92) 式，则称为在 ： T 上均方连续.熟悉附录 4 ,试坪下面 
的定理 rn 


(92) 


定理 21. 函数丑= R { t),t € R d 是广义平稳均方连续取复数值随机场 X 
{ X { t ), teR d } 的相关函数当且仅当 


《 ㈣ G ( dA )， teR d , 


( 93 ) 


m 


e 




R d 


这里， G 是在 ^( R d ) 上的某个有限非负测度,这时测度 G 是唯一确定的. 

类似地，可以重新叙述定理 4. 
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复数值场 X = { X ( t),t e R d } 称作迷向的 ( isotropy ), 如果它的相关函数 r ( s , t ) 

只是依赖于（和 \\ s ~ t \ l 如果场还是时齐的（另一种说法，是广义平稳的)，则对 

e R d 有 r ( s , t )= 这时 R ( t ) 可以有另外一种表示， 


定理 22 (参见[ I 6 ;第1卷， p . 262]), 为了使函数 i ? = R ( u),u e R + 是时齐 
的，迷向的和均方连续取复数值随机场 X = { X ( t),t e R d } 的相关函数充分必要条 


件是 


l ( m -2)/2( 入 W ) 

J\ u yrn^2)/2 

这里 I „( x ) 是第一型的贝塞尔 ( Bessel ) 函数， r 是 Gamma 函数， Q 是在 ^( E + ) 上 

的非负有限测度，且 Q ( E +) = G ( R m ) = R (0). 


R ( u ) = 2 (m ~ 2)/2 r (— 


Q ( c ? A ), u G M +， 


同样有定义在 R d x Q 上取值于时齐的迷向的向量场概念.除了这里条件 
(90) 以外，要求分布相对于旋转群有不变性，即要求 （ S - W (知)，…， 5^ X ( 氏 J ) 呈 

, X(t n )), 对任意的在 中的旋转 S 任倉的 , t n G R d (n e N ). 

集合的矩阵函数 G{B) = (G jk (B)) 

称作非负定的，如果矩阵 G{B) 对每个是非负定的. 

对取值于 C m , 均方连续时齐的随机场 X 二 { X ( t),t G 和向量 t e < C m 可以 
引入 内积场 K = { Y ( t ) = e M d }. 可以验证这个场同样是均方连续时齐 

的.利用这些性质,试证 

定理 2 3 . 为了使函数 i? = R{t),t e R d 是取值于 C m 中均方连续时齐的向量 
场: \： = { X⑴, f e R d } 的相关矩阵函数充分必要条件是有 （93) 式的表示，其中丑是 

矩阵函数，而 G 是在 ^( R d ) 上 m x m 可数可加的矩阵集函数. 

定义在集合 A 的子集组成的半环 JT 上向量（取值于 C m ) 正交随机测 度之称 

作 L 2 - 过程 {Z{B),Be 使得 


，其中 S e JT ， JT 是 A 的集合类的半环, 


3^=1 


m x m 


EZ ( B ) Z( C y = G ( Bf ] C) y 

_ 

这里^是在义上可数可加的矩阵测度,称作构造（矩阵的）测度.相对于数的正交 
随机测度构造的积分很容易推广到对向量的情况. 

由定理3和23得出（〖参见，例如， [16; 第1卷, p . 297]) 

定理 24. 如在定理23中所述的场 X ，可以有如下的表示 


e i { t ^ Z ( dA ), teR d , 


尤⑴ = 


R d 


这里 Z 是在涿 ( R d ) 上具有构造函数（测度) G 的向量正交随机测度，该 G 是场相关函 

数谱表示中的谱测度.这时在空间 L 2 [ X ] (即在 L 2 ( a ,^, P ) 中随机变量 X ⑴， 

线性组合的闭包）和空间 L 2 ( u )^ L 2 { R d y ^( R ) y u ) 之间建立了保距映射，这时 
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1) m 

2) 如果 Yfc ㈠ 处 ( A )， 其中 1^€1： 2 [1]，仇€1 2 (")，/^ = 1，2,贝 J 


Yk = 9kWZ(dX), EY^ 


9i(^)92(^y G(d^) 






R d 


由此可得 

定理 25 (科捷利尼科夫 ( Kotelnikov ) -香农 ( Shannon )). 设时齐的均方连 
续场 X = {X(t),teR d } 有有限谱，即构造测度集中在某个平行六面体 （- Wl , Wl ) 

(— u d ， u d ), 具有不等于0的侧面.这时 


X 


* i * 


X 


d 


sin(Uktk - Trrik) 

一 兀几 fc 


7T7li 


^ n d 


e n 


X(t) 


(94) 


Ul 


Ud 


n=(m ， … ,n d )€Z d k 


1 


这里，对每个 t = ( h ， … , t d ) eR d , 级数均方收敛， 

■ 

(94) 式表示的含义 在于： 根据在形如网的节点 ( Ttm / ui , ••- , 7 m d / u d ) 上的值有 

可能恢复起场在任意点 f G 的值. 

与随机过程典型表示有关的还有一个研究方向涉及革新过程.研究 L 2 - 过程 
X = {X ⑴， * e T},r .cR 和由随机变量 X ( s ), s ^ t ( s ， teT ) 线性组合在均方意义下 

的闭包组成的子空间 H t { X),t e T . 试问是否可以找到革新过程 Y = { y ( i),i € T }, 

即正交增量过程,使得对所有的 t e 了有 


H t (X) 二 H t (Y) 


般地说，回答是否定的.但是，正如 Cramer 所指出的，改变问题的提法，可 
以得到（对每个 * e T) H t {X) 表示成彼此相互正交的，且由过程 K = {r n (t),t 
了}, n = 1,… ， N(N < oo ) 所生成的空间 H t (Y n ) 之和.这样形式的表示,在研究随机 

过程分布的绝对连续性和奇异性问题时起着重要的作用. 

随机谱表示 （38) 式可以利用在 Hilbert 空间 F 中的算子理论得到.为此，要回 
顾等距算子 C / (即对所有的 x，yeH 有 (Ux, Uy) = (x,y)), 映射丑到自身，称作酉 
( unitary ) 算子，有下面的经典结果. 

定理26 (斯通 （ Stone )). 设 {U t ,t e E } 是在 Hilbert 空间 H 上的百算子群 

(U t , U s = U t+s ,s,teR) 和函数 f h K , C 4 W ， 对所有的 e 丑是连续.这时，对每 
个 t G 有 






\^itX 


E(dX), 


Ut — 


e 


这里五 ㈠ 是取值于正交投影算子值的测度 * 

▲ 

关于如何定义这种积分可以参见，例如， 164] 
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对广义平稳过程 X = { X ( t ), teR }, 应用 Stone 定理于 Hilbert 空间丑 = H ( X ) 
上推移酉算子群 （&)$ M 上（参见定理12的证明)，得到 


itX 


itX 




E ( dX ) X (0) 


X ( t ) = S t X (0) 


e 






R 


R 


这里 Z ( B ) = E ( B ) X (0) 是定义在 Borel 集上的正交随机测度.进而，得到另外一个 
关于平稳过程谱表示的证明（不在 Cramer 定理（定理 9) 中 ）（ 与 （38) 式比较).借助 

于 Stone 定理,得出平稳过程的谱表示方法是属于 Kolmogorov 的（参见 [64]). 类似 

地研究是对具有离散时间的平稳过程,甚至于在和 R d 上的随机场. 

注意，利用在第七章中对随机函数得出典型表示途径,基于 Karhunen 定理，可 

以对在任意的参数集合: T 的随机过程 X = { X ( t ), teT }. 

对不同方面研究向量过程和场可以参见小册子[6, 44, 64, 80, 87, 134, 186]. 

简单扼要地研究与过程（主要是平稳过程）的变换有关的一些问题. 

设有一个装置（“系统”） A 在其入口处进入了过程 X = { X ( t ) t teT }, 且在出 
处发生过程 y = { Y ( t ), teS }, 它形式地可以表示成 Y = AX . 如果认为 A 是由一 
个泛函空间到另一个的映射,则要求（几乎所有）过程 X 的轨道位于映射4的定义 
域 A 4 中，使得变换（映射）作用在这些轨道所导出的还是个随机过程（着意味着应 
满 足可测性). 将假设在每一时刻 k &变换（映射 ） A 作用到过程 X 导出随机变量 


Y(t) 


弓 I 入均方意义下的微 分运算.(复数值） L 2 - 过程叉在点 t e M 的邻域导数义狀, 
定义为取值于 Banach ( Hilbert ) 空间 L 2 ( Q ) = L 2 ( S 7,^, P ) 中的函数，即那样的随机 

元（用 X f ( t ) 来表示）使得 


E | X ， ⑴一 ( X(t + / i ) - X { t ))/ h \ 2 一 0，当 /i — 0: 


(95) 


这样就可以进行实质上 的计算 （与经典的牛顿 （ Newton )- 莱布尼茨 ( Leibniz ) 
公式类似).注意，如果在 （95) 式中代替均方收敛的是依概率收敛,则由下面的习题 
所示,相应的运算就没有了那么丰富. 

28. 试证，具有常数强度 A > 0的 Poisson 过程 TV = { N±,t ^ 0}, 在每 一 点 


te ^ + 依概率导数 a . s . 等于 0. 

今后，我们研究的 只是均'方的 导数,不再作声明.这样，也可以定义在点 t 处 k 

阶导数（如果存在)，它是由过程值在点 i 的邻域所决定. 

29 •设 X = {x(t),t £ [a, 6]} 是具有相关函数 r(s ， t) 的 L 2 - 过程，试证， X f (t) 

d 2 r ( s ^ t ) 


(这里与广义 


在点 f e [ a , 6) 处存在当且仅当存在在点 ( t , t ) 处 广义二阶导数 

函数没有任何关系)，其中定义 


dsdt 


d 2 r ( s ^ t ) 

dsdt 


= lim ( r(s + h^t + u ) — r(s + h ， t ) — r ( s ，t + u ) + r ( s ， t))/hu 

0 
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如果存在单侧的导数,类似可定义在端点的导数. 

对证明这个或类似的结果下面的简单引理起着关键的作用. 

■i 

引理 5. 函数 f ( t),t G [ a ,6], 取值于 Hilbert 空间丑，且具有内积 〈.，.〉， 在点 
to G [ a ，6] 有极限当且仅当存在极限 lim ( f ( s)j 

S,t^t0 


30, 试证,对平稳过程 X = { X ( t) r t e IR } ? 在每一点 t 导数 X (fc ) ⑴存在的充分 
必要条件是 ^ 


X 2 k G ( dX ) < oo , 

这里 G 是 X 的谱测度.过程 X ( k ) 是否是平稳的？如果是,那它的谱表示是什么? 

与微分同样重要的是线性运算4的例子，即 

A(aX + PV ) = aAX + (3 AV 


对 a，e C 和 X， F e LU ， 给出了 随机过程的均方 积分. 

对 L 2 - 过程 X = { X { t\t e [ a ,6]} 的积分⑴办（或者 S b a X { t ) dt ) 应理 
解为在区间 [ a ，.6] 上的随机函数 黎曼. ( Riemann ) 积分（如果它是确定的)，即在 
L 2 ( Q ) 空间中取 Riemann 积分和的极限.详细关于在均方意义下的微分与积分可参 
见,例如， [12; 第2章] ■ 

对整个直线 M 的广义 积分标准形式的定义是作为对区间 ㈤ 6] 相 应意义下的积 

时的极限（如果它存在). 

( M ) 的 L 2 - 过程 X = { X ( t ), teR } 和定义在 RxR ± 


分，当 


和 b 


Cl - > — oo 


— oo 


对具有相关函数 
复数值函数圮设 


(96) 


Y ( t ) I h ( t ， s 、 X ( s 、 ds , t ER 

J —oo 

不难相信,如果黎曼广义积 分有限 ，即 


h ( t , s ) r ( s ^ u ) h ( t y u)dsdu < oo , 


OO 


则在 （96) 式中的过程是确定的和 a . s . 有限. 

在 （96) 式中函数 /I = h ( s ， t ), 在应用中称作系 统的脉冲转移函数. 如果形式地 
将 Dirac 函数 <5 S 代替 （96) 式积分中的 X ( s ), 则得到= h ( t , s ). 换句话说，当时 
M s 时在系统入口处受 到脉冲 5 的 冲击, h ( t , s ) 是在时刻 f 系统的 反应. 

过程的特殊形式 （96) 式是时齐的过程，形如 

hit - s ) X { s)dS 

相应的系统（“滤波器”)，在它的出口产生过程 Y GM }, 它是 由脉冲转移函 

_ 

数 11 = h ( s ), seR , 所决定，函数 

H ( iX ) = 


(97) 


y(t) 


t G R* 




h ( s ) e 一 iXs ds , A G E , 
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称 作频率 特征或 者传输系数. 如果函数 /i = / i ( s ) Lebesgue 可积,，则函数孖= H { i \) 

显然，被确定了.频率特征具有下面明显的 意义: 如果_ /i e L 1 ^), 则对每一个 AgM 

非随 机函数 X (5) = e iAs ,5 GR , 是变换 （97) 式的特征 函教, 对应的特征值是 

下面习题给出了这个清楚的解释. 

31. 设在滤波器 （97) 式的入口处有广义平稳过程 X = e M }, 且具有 

正交测度 Z 和它的构造测度 G 的谱表示 （38) 式.试证，如果滤波器的频率特征 
H ( iX ) G L 2 ( E ,^( E ), G ), 则过程 K = elR } 的相关函数有如下的形式： 




\H(iX)\ 2 G(dX), t e R, 


而过程 y 本身有下面的谱表示 


+oo 


iXt 


H{i\)Z{dX), t e R 


回顾作为 谱测度 的能量解释，可以看出，函数 | 丑 ( iA )| 2 说明了 由过程 X 的简单 
调和 组成的能量,在通过具有频率特征 H ( i \) 的滤波器改 变了多 少倍. 

32.什么样的脉冲转移函数具有带 状的滤波器， 即滤波器允许具有频率在带 [ M ] 
内过程的调和组成不改变地 通过. （这意味着 H ( iX ) = 1 M ] ( A ), AGM )? 

非常有意义地的是应用随机过程谱表示来解形如下面的微 分方程 

4U 


d 


(98) 


Pn 


Y = Q 




dt 


dt 


这里 Pn( z ) = + a\Z n ^ + … • + a n ， Qm( z ), = + * * * + b m 具有 

常系数的多项式, X 是给定的平稳过程,而未知过程 Y = { Y ( t ), teM } 假设 n 次均 
方可微在每一点 t G IEL 等式 （98) 对每个 f e ]R 

器来实现解参见,例如，[ I 7 ; p .282-284]. 

类似对连续时间的过程方程 (98), 也对离散时间的过程 ( teTcZ ) 去研究的, 

I 

它被称作“自 回归-滑动平均”过程, 参见[ 85 ;第 2 卷, P -586]. 

最后，引入一个关于 狭义平稳过程 的经典结果. 

在空间 R °° 上引入推 移算子 T ， 假设 rx = 2/，其中 


成立.关于如何借助于某个滤波 


a,s 


蜃 


) 


)， y = ( 4 


= ( …， 


， y— 1 ? yo ? yi ， 


工一1，工0 ，工 1， 


• * 


X n+il n € Z . 称集合 S G 为不 变的， 如果 T _\ B ) = B . 很容易看 

出，所有在 3 §{ R °°) 中的不变集全体组成一个 cr - 代数，用 > 来表示. 

设 X = { X u t g Z } 是定义在概率空间 （ Q , 多, P ) 上的狭义平稳 过程. 假设 
y x = 其中 x 看作由⑻，多）到 （ ir 0 , 潘 ( ir °)) 的可测映射.这时，办是 

多 中的 a - 代数，称其为过程 X 的不变事件的 


且 


Vn 




代数 


<7 
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定理27 (伯克霍夫 （ Birkhoff ) - Khinchin ). 设 X = G Z } 是狭义 

实平穗过程，且 E | X 0 | < oo . 这时， 


N 


E 义⑴ 


(99) 


E(Xo|^x), 


lim 




N-M—oq N ~ M 


t^M+1 


这里极限是 a , s . 存在也是在以⑴）中#在. 

称过程 X 是遍历的，如果对任意的 A €有 P ( A ) 等于1或 0. 在这时（满 
足定理27的条件是 ）（99) 式的右半部分条件数学期望 E ( Xo |^ x ) = EX 0 

狭义平稳过程的理论与动力系统理论有着密切关系（对保测变换的研究).作为 
研究这方面的引论可以参见 [85; 第五章],在那里给出了关系式 （99) 的简单证明（当 
M = 0)，这是加尔斯亚 ( Garsia ) 得到的.推广定理27到场的情况可参见 [15]. 遍历 
性定理和动力系统可参见,例如， [36, 70]. 


a.s" 



II 

苐八早 

随机积分.随机微分方程 


内容摘要：简单随机函数对维纳 ( Wiener ) 过程的随机 积分. 对适应博雷尔 （ Borel ) 可 

测随机函数的伊滕 ( Ito ) 随机积分的构造.随机积分的性质 . Ito 变# 替换公式，朗之万 
( Langevin ) 方程.奥恩斯坦 ( Ornstein ) -乌伦贝克 ( Uhlenbeck ) 过程-随机微分方程 

强解的存在、唯一性定理.随机徵分方程解的马氏性. 


§ i . 在经典的分析当中，处理积分运算有着不同的办法，一般来说，会引出来 

不同的概念，例如，黎曼 ( Riemann ) 积分，勒贝格 ( Lebesgue ) 积分， Riemann - 斯 
蒂尔切斯 ( Stieltjes ) 积分， Lebesgue - Stieltjes 积分，当茄瓦 ( Denjoy ) 积分，博赫纳 
( Bochner ) 积分,佩蒂斯 ( Pettis ) 积分， Komogorov A — 积分,等等. 

在随机过程的理论中，同样有着各式各样的处理，随机函数对随机过程，随机测 
度,等等的积分.这也就导致了不同构造的“随机积分”. 

其中的一种（最简单的）的积分，我们已经在前一章涉及到了，在那里是确定性 
函数对 正交随机测度 Z 的积分.同时还论证了，如何借助于那样的积分成功地给出 
了对广义平稳过程的随机谱表示（第七章,定理 9). 

如果由 Wiener 过程 W = { W u t ^ 0} 所产生正交随机测度 Z (参见,第七章例 

1) 和确定性过程 / = {fut ^ 0} 属于 L 2 = L 2 ([0, oo ) , [0, oo )) , mes ) ,其中 
Lebesgue 测度,则相应的积分 J ( f ) (参见 ( VII .14)) 一 般写成 


是 


mes 


( 1 ) 


J [ f ) ~ 


ftdW t 


[0,oo) 


或者 J ⑷ = f 0 °° f t dW t , 同样与经典的积分类似,也要强调的是建立起它的步骤， 

注意，在 （1) 式中的随机积分，一般地说，不能理解为按 照轨道 积分，即不能想 
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象是对每个周定的 w = 取 ㈨ )） 的 Lebesgue - Stieltjes 积分，因为在第三章 

定理1已证 Wiener 过程 ( Brown 运动）的轨道 P-a.s. 具有无界变差. 

在公式（；0中函数/ = / t ,0 0,是确定性的.但是，在随机分析的许多问题中, 
有必要去研究 (1) 式中，被积函数/是随机的： 


( 2 ) 


/ = /*(“)，亡彡0， u eQ 


例如，研究随机微分方程（参见后面的§12〜 18) 


(3) 


dY t — b ( t , Yt)dt + G ( t , Y t ) dW t , 


它应该理解成是下面随机积分方程 （4) 的另一写法 


(4) 


Ft = ^0 + / b ( s , Y s ) ds ^- / a ( s , Y s ) dW s , 0 0, 


自然而然，需要给出“随机积分” J ^ a ( s , Y s ) dW s ( iv ) 的意义，它正是形式 （1) 的积分, 

只不过被积函数是随机函数 / l [ o , t ] 的积分. 

在初次阅读时，希望能熟读在区间 [ o ， r ] 上 Ito 积分的构造和这种积分的性 

质 (§2-6), 同时还有变量替换公式 （§11 定理5)，借助它很容易去解经典的朗之万 

( Langevin ) 方程 (§13). 应该仔细分析关于随机微分方程（强）解存在、唯 一 性定理 
(§17). 应该关注§18,那里证明了随机微分方程解的马 氏性. 对于证明中的技巧性细 

节可以在以后学习中再光顾. 

§2. 虽然在前面定义了对具有正，交增量炉-过程的随机积分，但是假设被积 
函数/是确定性的.凭借什么可以定义随机函数 / S H (被积函数）对 Wiener 过程 

(积分中起着关键作用）形如 /(f 的“随机积分”？ 

这里的解释是, Wiener 过程正如所有的平方可积鞅一样，它是正交增量 L 2 -过 

程的一个子类应该明白，对的积分类越狭小，相应的被积函数类就应该越宽，也就 

是说比前面所说的,确定性被积函数/的集合要宽些. 、 

对 Wiener 过程的情况,构造随机函数/的积分时,被积函数需要满足下面的可 

测性和可积性条件.疼些条件是由日本数学家伊滕 ( Ito ) 给出的.这也就是为什么以 

后那样的积分被记作为 It ( f ) (其中厂由 Ito 而来). 

Ito 构造随机积分的思想实质上与对正交增量过程积分一样: （1) 式首先（完全是 
自然而然的）对逐段是常数的“适应 Borel 可现||的”随机函数，然后⑺式对较一般的 
函数/,通过用简单函数 / ( n ) 对它逼近的途径，基于保距的思想,取量 / t(/ ⑹)， n — 

的极限 知 (/)( 均方意义下）来定义随机积分. 

这样的构造工作（与杜布 ( Doob )- 梅耶 （ Meyer ) 分解有关）不仅仅对 Wiener 

过程，同时对其他的随机过程类,其中也包括平方可积鞅类，当然 Wiener 过程也属 
于此类（当 T 有限时). 


oo 
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§ 3 •设 W = {W u t ^ 0} 是在概率空间 （ R 多， P) 上的 Wiener 过程 (Brown 

运动).同以前一样, ^ 表示由量 W s ,0^ s ^ t 所生成的 ( X — 代数.假设= 
a { W t , t ^0}. 概率空间是完全的，且代数 ^ t w (t ^ 0) 扩充了 0概率事件 

类 ， 这样所研究自然 a- 代数流 （多严 )00, 它满足通常化条件 （参 见第四章定义 


10 ) 


首先对某个固定的 T >0 构造随机积分 


hif ) = 


fsi^dW^u), 


(5) 


[ o ， r ] 


然后对所有的 i e [0, oo )， 定义随机积分 


h(f) = 


f s (u)dW s (u) 


⑹ 


[0〆] 


如果函数 / 是形如 ft ( uj ) = 的确定性简单函数，其中 k [0， T ],( a ，6] 

(0， T ]， 则随机积分 I T (f) 理解为随机变量 


C 


lT(f) = W b ( u ;)^ W a ( uj ), 


这里符号 ItU ) 中省略了自变量^ 

现设函数/是简单的,但是较一般一点 形式： 

/t(^) = w(w)i( a ， b] ⑴ 

这里是某个随机变量,这时，自然而然地设 

L 


⑺ 


⑻ 


如果函数有简单的形式 


n — 1 


/t(w) = WoMl{o } ⑴ + E 灼 M 1 (㈣ +1 ]⑴， 


⑼ 


这里0 = h <亡2 < 


是随机变量，则自然定义 


t n = Tj n ^ 2 , ipQ^ • 


， ^ Pn_l 


哧 _ 蠡 


lo(/) = 0 ， It(f) = 〉 ^ ^ti\ 

i=l 

其他形式的简单函数将在本章的补充与习题中讨论. . 

为了对更广泛函数/类引入积分需要求这些函数有较“好”的性质（参 

见后面的引理 1), 也就是对 （9) 式中的函数需要附加较严格的可测性条件. 

回顾一下，实随机函数/ = {fute [0, T ]} 称作与 a - 代数流 (^) tG [0 t T ] 

适应的,如果对每个 t e [0, T ], 量 / t 是 ^ t w - 可测的.在这个定义中，自然也可以 k 

其他的 a -代数流 F = (^ t ) tG [0 , T ] 代替自然 a - 代数流 IFf . 区间 [0, T ] 也可以用其 
他的代替,例如， [0, oo ). 


(u>)], 0<t^T 


( 10 ) 




tiAt 


第八章随机积分.随机微分方程 


253 


定义 1. 称随机函数/ = {fute [0, T ]} 相对于 a - 代数流适应 Borel 可测 
的，如果它相对于 ( 7 - 代数流 Fy 适应,且对变量对 ( t , u ) e [0， r ] x D 是激 ([0， T ]) (8) 

可测的.所有这样的函数组成的类记作 〆 t . 

当简单函数/形如⑼式时，它属于类 〆 t 等价于在⑼式中的随机变量 < Pi { uj ) 
是可测的.用 < 表示这样的简单函数类. 

注意，简单函数/, 一般来说,表示⑼式的形式不是唯一的.但是,在相应的积 
分定义 /(/) 中，值 [ o , T ] 不依赖于函数/在⑼式中的表示形式. 

下面的结果是对简单函数随机积分 ItifUe [0, T ] 的基本性质. 

引理 1. 设在区间 [0, T ] 上给定形如 （9) 式的简单适应 Borel 可测函数/ = 

f t ( uj)，t e [ o , r ] 和分= e [ o ， r ]， 其类似的构造： 


9 t (^) = ^ o ( uj ) l { o }{ t ) + E 也加 )1 ⑷，~ +1 ](0 


( 11 ) 


设所有的随机变量内 (0；) 和具有有限的二阶矩. 

这时，随机积分 I t ( f ) 和 I t ( g)，t G [0, T ] 具有下面的 性质： 

( a ) ( it (/)) ㈣ o ， T ] 和 ( Itig ^ te ^ T ] 具有 0 中值连续平方可积鞅，且 


EI t (f)I t (g) = E / f s (uj)g s (uj)ds 


( 12 ) 


对所有的 [ o , r ]， 特别的 


e/?(/) 


(13) 


( b ) 对每个 t e [0, T ] 有 


f s {u)dW s (uj) 


fs(^)l(o,t](s)dW a (uj) 


(14) 


a * s ” 


也就是 io ( f ) = o , 和对 o < t < r 有 


/,(/) = 7 r (/ i (0jt] ) 

证. 由定义 （10) 式直接得出过程 ( It ( f )) te [0, T ] 的连续性. 

因为 （ a . s .) 有 


(15) 


a.s 


WuWu \ = ^\ W U + 

则过程 (/t(/))t€[0,T] 是鞅，且它是平方可积的，是由于 

W ti ) 2 ] = £[^[{W ti 

= (* 






( 16 ) 




Wt i ) 2 \^}} = E[^mu^-W ti ) 2 } 


+ 1 


i +1 — U )* 口 
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性质 （12) 和 （13) 很容易得出，只要考虑到对 i < j , 

j 

I 


E [灼队 


+ 1 


最后，直接由⑼式和 （10) 式得出性质 （ b ). 

§4. 引入平方可积鞅 M = ( M t ) te[QyT ) 组成的空间 典 换句话说，对0 < s < 


t^T, 


M t 为巧 v -可测， 

E(M t \^)^M s 

EM t 2 < oo. 


a.s_ ， 


同样，设鞅 Af e ㈤ 的所有轨道是右连续的. 
在空间^中引入内积 


(17) 


( M , N ) = EM t N t 


和范数 


,1^11^2 = E(M|) 1/2 . 

列举一系列对空间4中鞅来说,我们所需要的性质. 

a ) 空间^是个 Hilbert 空间（具有引入的内积). 

b ) 设鞅序列 M^ n \ne N 在中收敛（依范数 || • ||<)到鞅 M . 这时， 

M ^ n) - M t \ 


(18) 


引理 


(19) 


0,当 


E sup 

te[o,T] 


c ) 在中连续鞅组成的集合是一个^中闭子空间 • 


证.为了证明空间^是个 Hilbert 空间，首先证明它是完备的（所有基本序 

列是收敛序列). 

设 { M ^} neN 是由^中元素组成的基本序列.显然，随机变量 M^\n e N , 
在 L 2 { Q ) (具有有限二阶矩随机变量空间）中是基本序列，由于这个空间是完备的, 

所以存在随机变量 Mr , 使得当 

设 M * = E ( M T |^),t G [0, T ]. 由于 a - 代数流具有通常化条件, 

得出鞅有右连续修正（它依旧用 M = ( M ,) t 6 [ o , r ] 来表 示). 因此，鞅的基本序列 
M ( n \ neN 收敛到平方可积鞅 M = ( M t ，多， ) t € 卩， T1 (在^意义下)，且有右连续 


时有 E | il 4 n) - M r 


0 


轨道 
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对具有右连续轨道平方可积鞅 M = 根据 Doob 不等式（参见，例 

如，[26]，或第 IV 章定理 5) 有 


Esup \ M t \ 2 < 4E\Mt\ 

t 彡 T 


( 20 ) 


由此，证明了 a )， 且直接得出 b ), 

为证明 c ), 设 = ( A / f)) t€[0 , T3 ，n € N 是4中的连续鞅 ， M = ( M t ) te[0 , T] 
是在中的右连续鞅，且 E | M ^ n) - M t \ 

由此可得,可以找到子序列 { Y } G { n }， 使得 

VE sup | M t (n ^ - M t \ 2 

# Lkt 」 

因此，由于切比雪夫 ( Chebyshev ) 不等式,对所有的 e > 0有 


2 


0 ? n 


— oo 


( 21 ) 


< 00 , 


( 22 ) 


£ > < OO 


sup 

t^T 


利用 Borel - 辑泰利 ( Cantelli ) 引理，由（ 22 )式得出，以概率1有 

M t (n ') - M f | — 0 ， n，— oo. 

根据假设，鞅 M ⑻有连续轨道， 而鞅 M G 4 就是说有右连续轨道.由 （23) 式 

致收敛得到鞅 M ：= ( M t ) t€[0)T ] 同样具有 a . s . 连续轨道. 口 

§5. 回到随机积分的构造.在空间 

L \ = L 2 ( Qx [0, T),^ W ® 涊 ([0, T ]), P 0 mes ) 

上研究适应 Borel 可测函数全体 / = e [0, r ], o ; € 因此，对 / € L 2 T f]^ T 


(23) 


sup 

t^T 


a . s . ~ 


有 


T 


(24) 


00 


性质 （12)， 意味着映射 / H J T (/), 这里 / = e [0, T],UJ e n , 是属于 

的简单函数子空间到由连续平方可积鞅组成的子空间 ^ 是保距的.因此 
映射/ H It ( I ) 可以在硌中延拓到的闭包上. 

引理 3. ^0 l t 的闭包（在丄 S 中）包含 〆 rPlLi 中的适应 Borel 可测函数 


证.由函数论定理得出，对/ G ^ T f ] L 2 T 可以找到 <门硌中函数序列/ (n \ 


时有 


使得当 


n — oo 


T 


~ fs(^)\ 2 ds — ^ 0 , 

可以参考，例如， [26; 第九章，§5]，而这里不再多述 •口 


( 25 ) 


E 


0 
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§6. 设函数 feL 2 T 是简单的 （/ e ^ C \ L 2 t )^ 每一个这样的函数可以对应一 
个平方可积鞅 /(/) = ( It ( f )) te [0^ 它的“积分”表示可以写成 


(26) 


te[o y T] 


我们已经指出，这个映射是由 ^ SDl 2 t 到由连续平方可积鞅组成的子空 
间的保距映射. 

根据引理3,辟中适应 Borel 可测函数/集合，即函数/ G ^ tD ^ t 包含在集 
合的闭包中（在4中).因此每一个那样的函数 fe ^ T C ] L 2 T 可以对应 
一个平方可积軼 (h(f))te[o,T], 它自然同样用 (fo f s (^) dW s ( uj )) te [ 0 jT ] 来表示. 

定理 1. 对所有的函数/ G ^ tC \ L T ^ Ito 随机积分 


h ( f ) 


f s ( uj ) dW s ( uj ) 


对任意的 t G [0， r ] 是确定的 （/◦(/)= 0), 过程 ( It ( f )) te % T ] 是具有0中值连续平方 
可积鞅.这时，对类為门碎中所有的/和夕有关系式 （12) 〜 (14) 成立，而在前面 
它们只是对类地门1^中的简单函数 成立. 

1 

_ 

证，由前面指出的保距性保证了定义量以/)是确定的可能性.由引理2可得 

戟 (^(/)) te [ o , r ] 的连续性（准确地说，是存在连续修正).由于性质 （12) 〜 (14) 对函数 
^ SC [ L 2 T 成立，（根据保距性 ） 对函数的闭包也成立,再根据引理3这又包 
含着集合_ nr 弘口 

§7. 回到在时间区间 [0, oo ) 上随机积分的定义. 

设 〆 是函数集合类,其函数/ = [0, oo ), ueQ , 使得对每个 r > 0它 

在 [0, 7 1 ] x S 7 上的压缩包含在类中. 

定理 2. 设/ G 沴这时，存在连续平方可积鞅 M = ( M t ) t€[0)OO ) (相对于 

代数流 F ^), 使得 M 0 = 0,对所有的 t >0 有 


(T — 


M t = I t ( f ) 


(27) 


f s ( oj ) dW s ( u ) 


除此之外，对类奴中的/和9对每个 f > 0成立关系式 （12) 和 （13), 而对任 
意的 T > 0和所有的 t e [0, T ](14) 式成立. 

证.对所有的 nGN , 根据定理1可以定义积分 


f s (cj)dW s (uj), Mt e {0，nj 


(28) 
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M t (n) 


这时，与性质 (14) 相应的有,对所有的^ [0, n - 1]， a . s . (依概率 P ) 有 
定义对所有的 * e [0, oo ) 过程 M = ( M t ) t >0 , 假设 M 0 

t G (n — l , n],n G N . 

显然，这样定义的过程 M 是鞅.因为是连续鞅，所以 M 是连续过程，可 
能是除去那些基本的0；,它属于集合 U : ^ n-lM 7^ 因为 a . s . (依 

概率 p ) 有 o ) 

进而,过程 Ma . s . (依概率 P ) 有连续轨道.（如果在上面所指出的集合上重新定 
义 M , 假设它等于0,则新过程所有轨道将都是连续的 .） 

(/ t (/)) t > o 的其他性质是显然的. 

§8. 讨论关于 Ito 积分的一些细节.根据公式 （ 10) 对简单函数/的类 〆 t 门玲 
定义的连续平方可积鞅 Itif) 出发可以实现构造 Ito 积分,但没有光顾公式 （ 20) 和 
(21). 而正是由于存在过程 e [0, T ]} 的连续修正，借助于第四章推论 6 这些 
是不难建立的.因此,只需要研究在诗中的简单函数九 E < 0 L 2 T (n e N ) 的基本 

im)i> 纩 2 )， 


M t (n) , 当 


0 和 Mt 


n^l 


所以该集合的概率为 0 


□ 


序列，选取必要的递增子序列 { n fc }, 由上估计 P 

k e N , 然后再利用 Borel - Cantelli 引理， 

■ 

函数/的适应 Borel 可测性质,它在保证对引入 Ito 积分具有“好”性质,起着 
关键作用.同时,还有着近似于可测性的概念，如下面所述的定义. 


sup 


te[o,T] 


设 F T = (^ t ) te % T ] 是在概率空间 （ A 多， P ) 上某个^-代数流.实随 
机函数 X = { X u t G [0, T ]} 称 作循序可测的 （相对于 F r ), 如果对任意的 t G [0, T ]， 


定义 


映射 


to) I—> w), 其中 (s, co) G [0, t] x 

是涿 ([ o ，*]) < g ) 舄-可测的 • 换句话说,对每个 t e [ o , T ], 压缩函数 X 到 [ o , t ] x n 上 
应该是可测的_ 


很容易看出,任意的相对于流 Ft 的循序可测函数/ = [0， T ]， o ； enm 

是关于这个流的适应 Borel 可测的（在定义 1 中将 Ff 换成 F T ). 自然可以将前定 
义中的函数换成过程 X = { X u t ^0}. 下面是个非常有意义的一个结果 • 


定理3 (钟开莱 （ Chung ) - Doob ; 参见，例如，[148, p ，5])* 设叉= { X tl t ^ 

代数流 F = (^)oo 适应 Borel 可测实随机过程（即相对于 F 和 


0} 是相对于 

涊 ([0, oc ))® 多-可测适应).这时 X 有循序可测修正 


a— 


循序可测的简单的充分性条件是下面的 


代数流 F =(義 )oo 适应实随机过程叉= { X u t > 0} 
所有轨道在 （0, oo ) 上左连续（或 a _ s , 所有轨道在 [0, oo ) 上连续 )_ 这时，对过 


定理 4. 设相对于 


a— 


有 


a . s * 
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程 X 存在循序可测修正，且轨道具有相同的性质, 

证.借助于对 X构造循序可测过程 X n (n e N) 系列，在一定意义下的逼近和 
利用第一章引理5;余下证明可作为一个简单的习题. 

注意, 在构造 Ito 积分过程中 （即 公式 （10) 对形如 （9) 式，< 门硌类中简单函 
数/给出的 G [0 ? T], * L \ 中扩充这种积分到 硌的闭包上）使用了 
Brown 运动的自然 a - 代数流 Fp ， 可以利用更一般的代数流 F = (^ 0 .与 
此有关的是下面的定义. 

定义 3 •称 W = { W u t ^ 0} 是相对于 C 7- 代数流 IF =(多 t) t >0 的 Wiener 过 

程,如果过程 W 相对于代数流 F 适应， 

有的0彡 


有连续轨道， W ⑼= Q a . s .， 且对所 


a . s . 


有 


s <t < oo 


W ( t )~ W ( s ) M ^ $ , W ( t )- W ( s ) 〜 _， t - 5 )， 


这里 “ JL ” 表示独立. 


利用较一般的 cr - 代数流 IF (比 F w ) 体现出更多的可能性.例如，在对自然 
代数流时，随机变量 C 相对代数多0可测,即意味着 C a.s. 是常数.但是在研究随 
机微分方程时,取一般的 a - 代数流 F (—般说都是满足通 常化条件), 我们可以不仅 
仅取常数作为初始条件.特别是,如果随机变量其中= (7{^,^0}, 

贝！ J W 将是相对于 a - 代 数流界 = a{<^^,<j{$}},t ^ 0 Wiener 过程. 

公式 （10) 显示给出的函数/是定义在10,21上,而我们事实_上积分取的是区间 
(0,T], 即基于这个函数在 t e (0,T] 的行为.研究随机微分方程时，我们看到自然要 
用在时间 t 变化区间的过程,其中包含着左端点，它是为了给出初始条件. 


a— 


§9. 为了介绍计算 Ito 积分的例子,我们需要建立一个辅助性结果. 

引理 4 . 设相对于 a - 代数流 F T 循序可测函数 / = /( t , a ;)， 这里 f e [0， r ], cj € 
0是均方连续的.这时， 


T 


f(t^)dw t = vi^Y^ - 灰 ( 4 n) ))， 


(29) 


0 


fc =0 


⑻ 


这里 VF 是相对于 Ft 的 Brown 运动， U , m . (均方极限）取的是当形如 0 

4 n) = T 分割加细，即当 


t 


< 




0 


时有 


< 


71 — 00 


» « « 


(4 n + } i - 4 n) ) 


(30) 


= 


max 
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证.函数 


是 < 门碎类中的简单函数.根据 （ 10 ) 式 


/ A ri ) +( n ) I 
\°k J/c + lJ 


fe =0 


有 


w) = EM n ))( 卿 it) - ^(4 n) )) 


fc =0 


除此之外, 


T 


2 


E \ f ( t , u ))- f n { t , uj)\ 2 dt < T 


E \ f ( t , u ;)- f ( s , co )\ 


0 


sup 


\t — s| ^5 


0 


,— b 时，由于随机函数在区间上均方连续，则在这区间上将是一致均方连续. □ 

例1•求 J 0 T WtdWt 巧中 T 


当 <5 


>0. 利用引理4,得到 


W ? T 


T 


WtdWt = 1 i . m d J 2 ^(4 n ) )(^(4+ i ) -卿 L n )» 

" k=0 

这里 <5 n 是由 （30) 式中给出的. 

需要强调的是，在 （29) 式中/的取值是选在区间 (4^,4^] 左端点的值，这一 
点起着关键性的作用.如果在该例中选取被积函数在区间上其他点（如 （t 

的右端点）得到 


(31) 


2, 


0 


(n) An) 
k > l k+l 


Wl T 

I 


E ^(4 n +i) w4+i) - 增 ))） 

一 ％ =0 

§ 10 . 设 W = { W u t > 0} 是相对于 cr - 代数流 F = (多 t ) 0G 的 Brown 运动， 

设循序可测函数/，使得对所有的〖彡 0 


(32) 


E / f 2 ( s)ds < 


(33) 


00, 


0 


而循序可测函数 g ：[0, oo ) xn ^ R 使得 


a 


(34) 


lg ( s , u^)ldjs < ooj =1 ， t ^ 0. 

在 [ 0 , oo ) 连续实随机过程 X = {不, t 彡 0 } 有 “随机微分 

dX t = f { t , u ) dW t + g { t , u ) dt , 

如果 x 0 e 多 b | 满⑻ 和以概率 l , 对所有的 * > 0 有 

X t = Xo + f f ( s , w ) dW s + f g ( s , uj)ds 

Jo Jo 

( Wiener 过程 W = { W u t ^ 0} 相对于 < 7 - 代数流 F 是适应的).由于对函数/和 p 

的限制性条件，则 （36) 式右半部分是确定的，且给出的是 a . s . 连续的过程. 


P 


称 


8US 


(35) 


(36) 
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定义也如果满足(3 6 )式，则称过程 X = { X t ,0} 是 Ito 过程 • 

注 1. 如果实过程 X = {X u t ^ 0},U = {U u t > 0} 有随机微分，即类似 （35) 


式有 


dU t = + b 、 t ， oj)dt 

(如在 （35) 式中函数一样，具有同样的可测性质)，则显然存在 d [ X t + Utl 且 


d(X t + U t ) = dX t + dU t = (/ + cr)dW t + {g + b)dt 

显然的,前面所有叙述的可以化为，当 f G 卜，叫，0< 

§ ii . 随机分析的奠基石是 

定理 5 (Ito 公 式). 设寒随 机过程 X = { X u t ^ 0} 有随机微分（3 5 )式（函 
数/和9具有前面所述的性质).设函数孖： [0, oo ) x M — 使得存在连续的 

导数 dH / dt , d 2 H / dx 2 . 设过程 /i = lf ( s , X s )^{ s , X s ), s ^ o \ e 这时，过程 

= { H ( t r X t ), t ^ 0 } 有随机微分 


的情形 


U < V < oo 


1 d 2 H 

2 dx 2 


dH 


dH 


{t,X t ){dX t )\ 


Xt)dt + Xt)dXt + - 


(37) 


dY t = 


dt 


这里 (dX t ) 2 是由 （35) 式所定义，其中满足于下面的 “徵分 运算”法则 


dt • dt = dt • dWt = dW t - dt = 0, dW t • dW t = dt 


(38) 


换句话说 , a,s. 对所有的 t > 0 有 


dH 


H(t ， X t )=H(0 ， X 0 )+ f(s,X s ) — (s,X 3 )dW $ 


dx 


1 d 2 H 


(s ， )) ds 


dH 


dH 


(39) 


^( S) x 5 ) + ,-( 5j ^) + -/ 


dt 


这个基本结果带有奇特的关系：在一阶微分表示式中，却出现了函数 if 的二阶 


导数 


在定理5中，条件 he ^ 只是为了定义在 （39) 式中对 Wiener 过程的随机积分. 

在本章的补充与习题中将指出如何扩充函数类，使得对其可以定义 Ito 积分.那时将 
说明条件丑 G C 1 ， 2 为满足 Ito 公式成立是充分的.准确地说，这样的条件可以保证 
随机微分的存在和公式 （39) 的成立,其中随机积分应理解为在更广泛的意义下.因 

为对较狭的函数类丑证明已经很长了（参见，例如， [12; §12.3]), 所以对它我们将不 

进行定理的证明.除此之外，现今对它的推广己经走了很远的路了，例如，对取值于 

_ 

M m 的连续半鞅过程..我们建议熟识在 [146] 中定理 15.19, 15.21. —些推广 Ito 公式 

的将在本章的补充与习题中研究. 
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§12. 介绍如何使用 Ito 公式.回到例 1. 

利用定理5,设石二 Wt 和 H ( t , x ) = 显然，定理的所有条件都满足.这时， 

对 y t = 丑 ( t ， W ) = ^^ 2 有 


2 


dH 1 dH JTT/ 1 d 2 H 

dt+—dW t + ^^ 


( dW t ) 2 = 0 + W t dW t + -( dW t ) 2 = WdWi + -dt 


dY t = 


dx 


dt 


2 


因此， 


W t dW t + - dt . 


2 


这样，与随机微分相对应的积分公式（参见（36))，因为 Wo = 0得到 


W t 2 


(40) 


+ — t : 亡彡0, 


0 


即另外方法也导致 （31) 式. 

§13. 在 阐述随机微分方程的 一些一般结果之前，我们将转向一 个经常 会遇到 
又很重要的情况,它是与描述粒 子在液态介质中运动 有关.研究方程 


加+ “干扰，’，^0, 


(41) 


这里 m 是粒子的质量，〃是它的速度，参数/? > 0描述介质的粘性特征.方程 （41) 

各项相应的物理解释是“力 
这是由于给定的粒子与介质的分子随机碰撞的关系（因为后者的进行着热运动). 

如果利用，例如，“过程”你,其中 W = { W u t ^ 0} 是 Brown 运动作为“干扰”， 
看看可以怎么样解释方程 (41). 根据第三章定理1,前面所述的在过程 W = { W u t 彡 
0} 的轨道无论哪一点 t 上（以概率 1) 导数咖是不存在的.这就是说，如果对这个 

物理学中著名的 朗之万 ( Langevin ) 方程 


,即粒子的阻力与“速度 W 成正比，且存在“干扰”， 


•J3 


(42) 


mi ) — —(3 v + W , t ^ 0 y 


无论想要作什么样的解释，则一定先要考虑到“过程”咏的这种极端不规则行为. 

我们给出这个方程的严格的意义.开始我们重新把方程 写成， 

H ■ 


(43) 


v = av + aW , t > 0, 


这里 


(44) 


=1 /m > 0 

众所周知， 常微分方程 （具有常系数 a 和 a ) 的解 


a = —(3 /m < 0, 


( 45 ) 


v = av + cr/, t > 0, 
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找出解,它有形如 U ⑴ 


( c = r (0)). 利用任 意的常数变形 


先对齐次方程 
法，它是将解写成形式〃⑴= c ( t ) e at 来求. 最后找到 


at 


v = av 


ce 




CL (t 一 


u ) f ( u ) du , t ^ 0 


v ( t ) = v (0) e at + 


(46) 


o 


(对 f e [0， r ] 这个解是存在的，如果，例如,/是在 [0, T ] 上的连续函数) 

方程 （45) 可以写成微分的形式 


(47) 


dv = avdt + dfdt ， 亡彡0, 


具有如下等价形式的积分方程 


= v (0) + / av ( s)ds + / crf ( s ) ds , t > 0 


0 


(y 


这就给我们一个启示，在“随机”的情况下，方程 （43) 也应该理解为积 分形式 


(48) 


V ( t ) = VX 0)+ / aV ( s ) ds + / adW sy t ^0 y 


o 


而一般形式的写法 （类 似于 (47)) 是下面的微 分形式 


(49) 


dV ( t ) = aF ⑴说 + adW t 


这样，我们就将 Wdt 替换成 dW u 而这就可以给出方程 （43) 的意义•在 （48) 式 
中包含着 Ito 随机积分 /o adW s ,它等于（根据这个积分的定义） aW { t ), 因为在这情 

况下 r 是常数.进而，关系式 （48) 就有形式 


(50) 


V ( s)ds + aW t 


V ( t )- V (0) 


0 


被称作这个方程的 强解是 相对于 a - 代数流（界 )^0 适应， a . s . 连续过程 V 二 
{ V ( t ), t ^ O }, 且对每个 t > 0,以概率1关系式 （48) 左半部分等于它的右半部分.注 
意，该方程的两边都是^连续过程,所以立刻对 所有的 t > 0方程两边以概率1重 


合 


自然类似的对 （46) 式，希望相应的对 V = { V ( t) f t ^ 0}, 下面方程给出也有强 


解 

1 


V ( t ) = V (0) e at + / e a { t - u ) adW u , 


(51) 


0 


这里右半部分出现 Ito 积分（对非随机函数 few ). 这样，“对应” /加的 Wdu , 
也用 dW u 来代替. 

t 验证，选取（由于定理 2) 根据 （51) 式定义在 [0, oo ) 上 a . s . 连续过程 V ，我们确 
实得到方程 （48) 的强解.为此利用 Ito 公式. 
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设 


at 


u dW u , H ( t ， x ) 


亡彡 0 ，:r G R 


— a 


Xt 


=ere X, 


e 


o 


at dW t (根据 Ito 积分的定义 X 0 = 0)_ 取％ = H [ t ， X t )' 由于 （ 37 ) 式 


这时， dX t 


= e 


有 


at 


X t dt + ae at dX t 

(再一次强调， 微分变换 的意义只是在相应的积分关系式的缩写的意义) 

再一次利用 Ito 公式，很容易看出 


at 


(52) 


X t dt + adWt 


dY t 


aae 


aae 






at 


d { V (0) e at )= 

这里 V (0) 是為-可测随机变量•由 （52) 式 ， （53) 式和注1得到（必）式.得证. 

定理 6. 对所有 t 彡 0 存在 Langevin 方程的强解，它由公式 （51) 给出， 且具有 
初值 ^| t=0 = v ( o)g ^ 0 mm - 


(53) 


V (0) dt , 


ae 


§14. 研究解 （51) 式的一些性质.设 E ^(0) 存在.因为 Ito 积分的数学期望等 

于0,由 （51) 式得到 


at 


(54) 


EV (0)， 


mt) 

即平均速度以指数形式衰减（注意, a <0). 

_ 

定理 7. 设初始值 V ⑼ 是多 o | 激 ( R )- 可测随机变量, 1^0) ~ N (0, a 2 /( 2 a ))， 其 

这时， Langevin 方程的强解是 Ornstein - Uhlenbeck 过程，即 Gauss 过 

程卩=彡 0} 有0中值和相关函数 


e 




中 


a = —a 




2 


a 


- Oi 5 — 1 \ 


(55) 


cov(V(s),V(t)) 


， ^ 0 


-— € 




2a 


证，由 （54) 式得出，对所有的 t > 0, EV ⑴= 0,验证对 s，t > ◦ 有 

2 

+ ° c Q ^+'^(l — e -2a(sAt)^ 


2^a(s+t) 


(56) 


EV ( s ) V ( t ) = E ( V (0)) 


e 


2 a 


这里, s At = min { s , t }. 事实上，由于 （12) 式 


a 


s 


( s - u ) dW u e a { t ~ u ) dW , 


a 


e 


u 


0 


a(s+t) 


sAt 


e 


( l _ e -2 a (—)， 


e <s-n) e a{t-n) du 


(57) 




2 a 


o 


除此之外，对所有的 * > 0 根据定理2有 


( F ( O)E (乂 e a ^~ u ) dW u \^ 0 ^ 


Ey (0) / e a ^ u ) dW u = E 


(58) 


= 0 


0 
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2 


如果 E(y ⑼) 2 = — [，则由 （ 56) 式得到 （ 55) 式 


2a 


现证， V = {V(t),t > 0} 是 Gauss 过程.首先，注意 = Wt - Woi^o, 对 


每个 t 彡 0, 而因为 V (0 ) 是多 0 - 可测随机变量，则对任意的 f 彡 0 ，以 0)1 取 . 由 
(51) 式得出，只需要确立对任意的 k eN 和所有的 0 < Q < 

， r (4))， 这里 U(t) = / 0 *exp{-mi}dW w ,t 彡 0, 是 Gauss 的.利用引理 4 可 

得，对每个 


< tfc < oo 向量 


1,…， fc 量 U(t m ) 是下面随机变量在 L 2 (Q) 中取 


的极限 


m 


n — ^ oo 






(m) 


Vm(n ) 二 =E exp{ 


一 Qt A 


3 


j=0 


这里 tj 71 ^( n ) = jt m / n(n e N ). 显然，向量 0? i ( n ), … ，?? fc ( n )) 具有多维正态分布.在 

L 2 { a ) 中取 

§15. 同前所述，设（扩张了 0测度事件 ）(7 - 代数 F = (^ t ) t>Q 和相对于 IF 的 

Wiener 过程 ^ = {14^,0 0}. 

研究比 （49) 式更一般的随机微分方程，即 

dX t = b [ t , X t )dt + a ( t , X t ) dW t , 0 < t ^ T , 

具有初 始条件 Xq = Z ， 其是多 o - 可测随机变量.对这方程应该理解为是下面随机 
积分方程的一种形式写法 


60 的极限，得到所要的结果. □ 


n — ^ 


(59) 


= Xq + / b(s 1 X s )ds-\- I < 7 ( 5 , X s )dW s ^ 0 ^ i ^ T, 


(60) 


0 


这里 6 和 (7 是定义在 [0,T] x R 上，且足）和 a( S ，尤）是 “ 很好”的函数，使得 

公式 （ 60) 右边有意义. 

定义 5. 在区间 [0,T] 上称作方程 （ 60) 的 强解， 如果过程 X = { X u t G [0,T]} 
有连续轨道,相对于 a- 代数流 F 适应的，使得对每个 t G [0,T], 当将其代入公 
式 （ 60) 的左和右半部分，等式将以概率 1 成立. 

正如前面所述，将过程代入公式 （60) 的右半部分，应该导致 a . s . 对所有的 * e 
[0,. T ], 等式中的两个积分是完全确定的（它们将给出是连续过程).当然可以研究 

[tt,v] 和 [u,oo) 来代替 [0,T]. 

定义 6. 称方程 （ 60) 在区间 [0,T] 上有 唯一的强解， 如果过程 X = { X u t e 

[ o , T ]} 和 c / = e [ o ， r ]} 是（强）解且满足于同一个初始条件,则 C / 是 x 的修 

正（进而连续过程? 7 和 X 是 无区别 的). 

说满足下面利 普希茨 (Lipschitz) 条件 : 存在常数 r = L ( T ) > 0,使得 

b ( t , x ) - b ( t , y ) \ + \< x ( t , x ) - cr ( t , y )\ < L\x - y \, x,y eR , t e [0,T1. (61) 


a.s 
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设同时对某个常数 c = c ( r ) > 0,有 

\b(t,x)\ 2 + \a(t,x)\ 2 ^ c(l + X 2 )， x gR, t e [0, T] 

注意，当 r = 0, 即在研究常微分方程.在没有那样的条件下，方程的解可能不 
存在，也可能存在,但不唯一. 

如果，特别的 b(t,x) = b(x),a(t,x) = CT ㈤ 则 （ 61) 式导出 （ 62) 式. 

§16. 需要一些简单的辅助性结果. 

引理 5 .设实随机过程 r = {y s ,s 6 [ o ， r ]} 是在 [ o , t ] 上相对于 a - 代数流 

Ft =(多 s ) se [ 0 ， T] 是循序可测的.设定义在 [0, T] x R 上的实函数是 Bor el 可 

测的，即涿 ([0， T ]) ⑭涿 ( R )— 可测.这时，过程 U = { U t = a ( t , Y t ),te [0, T ]} 是相对 

_ 

于同一 a — 代数流 Ft 是循序可测的. 

证.验证映射: ( s ^ uj ) ^ (5, 1^(0；)), 对 s e [0，£]和 w e f2(0 《 t < T) 是 溪 ([0 ， i])® 

^|^([ O , t ])0^( R )- 可测的. 

取 u G [0, i ] 和 B e 涿 ( IR ), 这时， 

{(s,cj) e [0, t] x Q : (s^Y s (lo)) G [0, u] x B} 

r ■" 

={( 5 , a;) e [0, ^ A u] x Q, : y s (a;) G B} E 激 ([0, t Au]) x C <^([0, t]) <S> 多 t. 

由于第一章推论 1, 得到所要求的可测性.注意,根据条件，对 (s,x) G '[0, t ] xR 映射: 
( s , x ) ^ 是可测的.只要考虑到可测映射的复合映射应该 

是可测的 .口 

设在 [0, T] x 3R 上可测函数 6 和 a 满足前面的条件 (61), (62). 

取 X t Q = G [ o , r ] 和设对 n 彡 1 ， 

X t (n) = Z + f b ( s ， Xf -”) ds + f a { s , X ^- l ) ) dW ( s ) 

Jq 

则这个递推步骤规则建立，于是有 


(62) 


(63) 


引理 6. 设6和 <7是前面所述的函数，设随机变量 Z 是多 0- 可测的，且 EZ 2 < 

这时,对每个 neN , 被公式 （63) 所具体确定的过程义⑷= { X t (n) , t G [0, T ]} 是 

E | X t (n) | 2 < oc，n e N ， 和 (63) 式右半 


oo . 


循序可测的（即存在那样的修正).这时， 


sup 

te[o,T] 


部分可以取成 a . s •在 [0， T ] 上连续的. 


证.因为 Z 6多 o | 潑 ( M )， 函数 Y s ( u ) = Z ( uj ) 是循序可测的，这里 s G [0， r ]， o ; G 
仏根据引理5,过程 b ( Sl Z ( uj )) ^ a ( s , Z ( co )) 是循序可测的 （s 6 [0， r ]). 由于 （6 2 ) 


式，有 


Ea 2 ( s , Z ) < c(l + EZ 2 ) < 


sup 

^[0, T ] 
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因此，过程 {a(s,Z),se [0,T]} e^ T f\Ll 和对 a(s, Z)dW Sy t e [0,T], 根据定理 4 

可以选取 n 连续的（和循序可测的).考虑 {b(s,Z) y se [0，T]} 的循序可测性和条 

■ 

件（62)，有 


T 


|6(5, Z)\ds ^ (Tc(l + EZ 2 )) 1/2 < 

根据 Fubini 定理，对几乎所有的 o; 积分 / Q T 6(s, Z)ds 有限，且对这些 w 过程 / 0 * 6(s, 
Z)ds 将是对 t € [0,T] 是连续的.由定理4得到，以该积分区间上限为变量的过程是 

循序可测的 • 

在假定过程 {Xb-n ⑴, t e [0,T]} 是循序可测的和 sup EiX^- 1} | 2 < 00下， 


E 


oo. 


0 


36[0,T] 


同样可以解释在 （63) 式右半部分的循序可测性和 a.s. 连续性.除此之外， 


2 


2 


(J b ( s , Xi n - l ^) ds \ +E (乂 a ( s , X ^) dW 3 ^\ 


E(X^ n) ) 2 < 3 [ EZ 2 + E 


T 


T 


E(l + |^ n - 1 )| 2 )ds + 


E(i+ixn 2 ) 心 


<3 EZ 2 + Tc 


0 


0 




2 


< 3 EZ 2 + c(T + 1)T 1 + 


< oo, 


sup 

se[o,T] 


由此可得 sup E|X t (n) | 2 < 

tG[0 ， T] 

引理 7 (格朗沃尔 (Gronwall)). 设 y = y ( t ) 是在 [0,T] 上的非负连续函数,且 
满足下面不等式 




oo 


y(t) 《 CQ + q J y(s)ds, t e [0,T], 

这里 c 0 ^0, q ^0 是常数 • 这时对 h [o,r], 有 

y(t) < C 0 e qt 


(64) 


(65) 


证.由假设中的 （6 4 ) 式， co + g 义 y(s)ds > 0, 对 t 彡 0 ( 在 0 点是右导数）有 

qy [ t ) 

co+q y(s)ds 

Jo 


( 66 ) 


In co + g / y{s)ds 


彡 Q 


o 


取自 0 到亡的积分,得到 


In \ CQ-hq / y{s、ds ) - In c 0 < qt, t 6 [0, T] 


o 


因此， 


CQ + q y(s)ds ^ c 0 e qt , t e [0, T ] 


o 
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试自己讨论最简单的情况,讨论要说明没有意义的情况（如果 co = 0和 y ⑷ = 0对 

[0, w ], 则在（ 66 )式中不能取对数) .口 


S G 


§17. 下面的结果是随机微分方程解的存在唯一性定理 


定理 8. 设在 [0, T ] x M 上可测函数&和 a 满足条件（ 6 1)和 (62). 设随机变量 

这时， （60) 式存在唯一的强解，具有 ^ o - 可测的初 


Z 是多 o — 可测的，且 EZ 2 < 

始 条件為 = Z ， 使得对任意的 f e [0， T ] 有 X t e L 2 ( Q ) 并且函数 E % 2 在[0，了]上 


00* 


有界 


证. 利用定义在（ 63 )式中定义的 a . s . 连续过程义⑻= { x^ n \te [ 0 ， T ]} 序列 

逼近的方法. 

证明分为几个 步骤： 

A . 估计 E X t (n+1) - X ^ n) 2 上界 • 如果 


= 0,则考虑 (62) 式，对 k [0， T ] 有 


71 


2 


2 


E X t (1) - X t (0) 


E / b ( s , Z ) ds + a ( s , Z ) dW s 


0 


0 


2 


2 


( J 。 b [ s , Z ) A ) + 2 E (乂 cr ( s , Z ) dW s j 


< 2 E 


^ 2 (t + 1) E 7 o c(l + \ Z\ 2 )ds 

^ + 1)(1 + ^ M-^tj 

Mi = 2c(r+l)(l + EZ 2 ), 


(67) 


对 n 彡 1 和 t e [0， r ]， 应用 （61) 式得到 


2 


E ( n + i ) — ( n ) 

(b(s,X^)-b(s,X^))ds^- I (a(s y X^)-a(s,X^))dW s 


2 


= E 


o 


0 


2 


+ 2 E / ( a ( S ，毛⑹） — ahXp — 1 ))) 2 心 


L Xi n) - X ^ 71 "^ ds 


彡 2 E 


o 


o 


X 5 (n - 1} 2 ds . 

由 （67) 式和 （68) 式，根据归纳法得出 ， M = max { M u 2 L 2 ( l + T )} 时有 


彡 2 L 2 (1 + T ) / E X s (n) 


( 68 ) 




0 


jf^n+l^n+l 

(n + l )! ’ 


2 


E J ^( n + i ) — 


(69) 


Tl 二0, 1， _ • • y t G [0, T . 
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对 m > n 彡 0 和 t e [ 0 ， r]. 由于 （ 69 ) 式有 

m — 1 

^ E Iki 


1/2 


(fc+1) 


义⑻ 


L 2 (Q) 


k—n 


1/2 


彡 ^ (fc + 1)! 

k—n L 、 」 


( 70 ) 


0, 


n — oo 


由于空间 L\Q) 的完备性 , 导致在 L 2 (Q) 中对每个 t € p ， T], . 随机变量序列 X t (n) 当 

时存在极限 . 这个极限用 e [ 0 ,T]) 来表示 . 

X t (n) 上界，借助于量 


n — > oo 


(n+l) 


B, 估计 sup X\ 


T 


b(s,X^)-b(s : X^) ds + 


( a ( s ， 处巧-咖#- 1 )))^ 


sup 


0^ t<T Jo 


0 


第四章推论 6 , 定理 2 , 不等式 （ 68 ) 和 （ 69 ) 得到估计 


U?J xl 


才 ) 〉 2 -n) 


(n+l) 


P 


2 


T 


b(s,X^)-b(s,X^) ds 


— 2 ti — 2 


彡 p 


>2 


o 


( s , X ^)^ a ( s , X ^)} dW ^ 
l E{b(s,X^)-b(s 

(s,X^)-a(s,Xi n -^) \s 


1 


> 2 ~ n " 


+PI sup / 

\0^s^T JO 


(7 


2 


，八 s 


^ 2 2n+2 T 


ds 


T 


2n+2 


E 


+2 


<7 


0 


T 


( 4 MT ) n+1 


M 


n 


S 


^ 2 2 n+ 2 L 2 (T + l) 


( 71 ) 


「 ds( 


(n+l) 


n \ 


o 


根据 Borel - Cantelli 引理，由得出的不等式有 


( sup 才 +1) - 才 ) 


> 2 _'无穷多次 


( 72 ) 


P 


= 0 


因此，对几乎所有的 W 存在 iVo = No(uj) 使得对所有的 n > TVoM 有 

义 (n+l) — < 2 -打 


( 73 ) 


sup 

O ^ t^T 


这样，序列 


才 )m = x t (( V) + £ (x t (fc+ 1 V) - x { t k \u ；)) ， 


( 74 ) 


fc =0 
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是由在 [0, T ] 上 a . s . 连续函数组成，且以概率1在这区间上一致收敛.设％是集 
合，在其上所有函数 X t ( n ) 在 [0, T ] 上连续，且一致 收敛； P (^ o ) = 1- 对 u ; e n 0 设 

X t ( u ) = lim 4 n )( cj ) ，对和 k [0， T ] 设 X t ( o ;)=0. 由此可得，函数 

是在连续对所有的 o ;, 因为根据第一章引理6, ’随机变量作 
为 多 「可测的随机变量 X t (n) 的 极限. 过程 { X t , teT } 的循序可测性是因为它的连 

续性和相对于(7_代数流 F t 的适应性. 

显然,对每个 te [o,r] 

所建立的. 

I 
■ 

C . 验证，过程 X = {x u te [ 0 , T ]} 是方程（ 6 0)的解 

由（ 7 0)式，对所有的亡 G [0, T ] 和 m e N 有 


^ Y t = x u 其中过程 Y = { Y u te [o ， r]} 是在 A 中 


， a.s 


1/2 




\\ Z \\ lh ^^ c ( M , T ). (75) 


L 2 (Q) 


因此， 


ll ^ llL 2 ( fi ) ^ IHL 2 ( n ) + c ( M , T ), te [0， T ] 

利用 Fubini 定理和 Lebesgue 控制收敛定理,考虑到 （75) 式和 （76) 式得出 


(76) 


T 


T 


E ( X s - X ^) 2 ds ^0 , 当 


( X s - X^ n) ) 2 ds = 


(77) 


E 


n — ^ oo 


0 


0 


时，有 


由于 （61) 式和 （77) 式，对每个 K [ o ， r ]， 当 


n — ^ oo 


L 2 ( Q ) 


a ( s , X ^) dW B 


a ( s , X 3 ) dW sy 


0 


0 


f b(s,X^)ds L ^ [ 

Jo Jo 


b ( s ， X s )ds 


( t )} 取极限得到 （60) 式 


这样，对每个 t e [0， T ], 在 （63) 式中对上标 {n 

D . 证明解的唯一.首先验证,如果过程 X = {x u te [ o , r ]} 在 [ 0 , T ] 上 

BXf < oo , 则这个过程在 [0, T ] 上均方连续， 


= 71 


连 


a.s 


续，且 


sup 

t€[0,T] 

对 Me [0, T ] 有 


2 


E(X t - X s ) 2 = E 


b [ u , X u ) du + a ( u , X u ) dW u 


^ 2 {t - s ) Eb 2 ( u , X u ) du -\-2 / Ea 2 ( u , X u )du 


< 2 c(t — s ) 1 + sup EX ^ (1 + T ) 


[0 ， T] 
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于是 || X t || L 2( Q ) 同样在 [0, T ] 上是均方连续的. ~ 

设 •見亨 （ 60) 式中具有^刀始条件 JC 0 = Z 的强解,而元是 （ 60) 式中具有初始 
条件 X 0 = Z 的强解和芝满足定理的条件)，并且函数 EX t 2 .和 E 野在 [0， T ] 上 
有界.这时,过程 X - X 在 [0, T ] 上均方连续和函数 y ( t ) = E ( X t - 元) 2 在 [0,*] 上 
连续. 类似 （ 68) 式可以找到 - 


2 


E\X t - X t \ 2 ^ 3E\Z - Z\ 2 + 3E 


(b(s ， X s ) - b(s,X s ))ds 


0 


2 


(a(s,X s ) -cr(s, X s ))dW 8 


+3 E 


o 


<3E|Z-Z| 2 + 3(l+t)L 2 y E\X s -X s \ 2 ds 

这样,得到的不等式 (64), 其中 c 0 = B\Z- Z\ 2 ,q = 3(1+T)L 2 . 

我们还需强解的唯 一 性.由于引理 7, 如果 Z = Z a.s., 则在 （ 64) 式中 co = 0, 

因而对每个 t 6 [0, T ] 有 E | X f -无 | 2 = 0.利用 - 元 | 轨道的连续性，得出过程 

Z 和 X 是无区别的，即 


(78) 


(xtM 


[0, T ]) 


XtiLj ), 对所有亡 e 

注 2. 方程 （ 60) 强解的唯一性可以证明对更广的随机过程类成立 （参 见习题 


P 






21 ) 


§18. 这一节将研究随机微分方程（强）解的马氏性. 

注意，定理8显然完全可以重述，当区间是 [ w ，： Tj ，0 < w < r < oo 时，用它代替 
[0， T ]， 这时就要寻找下面方程的解 


Zt=^+ b(s ， Z s )ds+ a{s,Z s )dW s 

J u J u 

具有初始条件 = 《，其是 人― 可测的（这里，如前所述， Brown 运动 W 
( W u ^ t ) t>0 ). 这个 解&用 Z t (0 ，te [ u , T ] 来表示. 

对随机过程 X = { X u t e [0, T ]} 是方程 （60) 解，有 （ t 彡 w ) 

Xt = Xq + f 6 (Sj X 3 )ds + 


(79) 


{s y X s )dW s 


0 


0 


=X 0 + / b(s ， X s )ds+ b(s,X s )ds+ cr(s 1 X s )dW s + 


(s,X s )dW s 


0 


0 


= X U + b(s,X s )ds+ a(s,X s )dW s . 

J u J u 

考虑到 ， 是 A - 可测随机变量， EX U 2 < oo , 和利用方程 （79) 强解的唯一性, 
得到对每个初始条件 X 0 ( X 0 e 為 I 潔 ( R ), E 和 < oo ) 

X t (u) = Zt(X u ,uj), 


(80) 




(81) 


a*s. 


u 
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我们需要下面的辅助性结果. 


( 5 ，工） 对 ( s , x ) e [ u y T ] x M 满足定理 8 的条件. 


引理 8. 设 b = 6( s ， a :) 和 
这时，对任意的 f G [ u , T ] 和 € e 久 I 激⑻ ( E 《 2 < 00), 随机变量 Z t { i , u ) 相对于 
代数流 岣#] = a { C，M - Wn，s e [ u z t ]} 是可测的，它是扩张了 o 测度事件类的 


<7 




a— 


再重复定理8的证明，得到谷 K ， o ;) 是 a . s . 随机变量々)(&)，当 
时的极限，其中 4 0) (^ o ;) =^te [ u ? T ], 如果 n 彡1，则 


证. 


71—00 


1 )d CJ ))ds+ f 

J U 

不难看出，為 G) G 根据归纳法，类似引理 6 ([0,21用 [ u , T ] 来代替) 

保证对所有的 w 彡 l ， Z t ( n ) K ,0, 的 ^[ U , t ] - 可测性.应用第一章引理 6 ,得出所求的 

结果. □ 


a ( s , Zi n ^(^ u )) dW s , te [ u , T }. (82) 


Ho ;)=^+ / b ( s , Z ( 


不难建立卞面的结果， 

定理 9. 夜满足定理8的 条件， 这时，随机方程 （59) 的强解是马氏过程 


证.只需要证，对任意的点 u ， t ，0 4 u 和任意的有界 Borel 函数/ 

R — ^ 1 R 有 


(83) 


E (/( X t )|^ u ) = E (/( X t )| X u ) 


(利用在引理8中的表示)，则在 （83) 式中 f ( X t ) 处可以 


因为 X t = Z t ( X u ^), u ;) 

换成 f ( Z t ( X u ^)). 根据引理8,随机变量 f ( Z t ( X u , uj )) 是有界和 4， t ]- 可测的•由 

于第六章引理 2 , 可以得到 f ( Z t ( X u ， ui )) 作为在 L l { Q ,^, P ) 中有限个随机变量线性 

极限,这些随机变量形如 W - W u ) … h m ( W tm - W u ). 

t m < G N . 考虑到， X u 


a*s. 


的组合的 

其中 g ， hw ， h m 是有界 borel 函数，而 u ^ t \ < 

是久—可测的随机变量,而对 S 有 m - 队1久，于是有 


a.s 




< 


E ( t 7 H ) = g ( X u )£{ h x { W tl — 队）… h m ( W trri - W u )). 

显然, E ( t ? | X u ) 等于同样的表示式，经过对所说和（形如7/的）序列取极限，得出在一 

般情况下的关系式 (83). □. 

■ 

4 

推论 1. Ornstein - Uhlenbeck 过程不仅是 Gauss 过程（参见定理 7)， 而且是马 


氏过程 


补充与习题 

从第八章的内容中，可以 看出随 机函数/ = 可积性问题直接与它们的可 

测性相联系的.为此，引入了 一系列重要概念. 
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在“随机过程一般理论”的形成和发展中起着巨大的作用是意识到对 （ R 多， P ) 
中的三元素还需要补充“接纳 


代数流 F = (^)^ o , 其时间参数 t 的指标集是 

庇 + (或它的某个子集)，而馬解释为多中所有到时刻* (包括该时刻）观测到的事 
件的全体. 


(J — 


随机过程一般理论”深刻的结果告诉我们，如果认为 a - 代数流 F = 

满足那个被称作“通常化”条件，即是右连续（多^ =馬+,其中多 t+ = 门多对所 

s>t 

有的 O 0) 和 CT - 代数多被所有 P -0 测度集所完 全化， 同时每个 a - 代数界也 
包含着多中 P -0 测度集， 那么，所有一切“进行顺利”，且理论本身具有非常和谐的 


U 


形式 


定义 7 . M + xQ 中的子集乂称作循序可测的（或简称为循序的 （ progressive )), 

如果过程 X = 1 A (ip X t ( u ;) = ^0, loeQ ) 循序可测的. 

全体循序（可测）的集合4全体组成一个 a - 代数，用 Prog 表示.显然 

Prog C ^( M + ) ( g ) 多 oo ， 

这里 多 oo = M 穸 t , 每个循序可测过程，显然，适应的 ( adapted ) (即与 a -代数 

流 F 相适应的） 

1. 试举例说明，存在适应的,但不是循序可测的过程. 

下面两个 < j - 代数（可选的 ( optional ) 和可料的 ( predictable ) 集合类）在随机分 

析的各种不同问题中起着重要的作用. 

定义 8 . 由轨道属于 Skorokhod 空间 Z )([0, oo )) 且将其看作由 ] R + 

( M ,^( R )) 映射： ( t , u ) ^ X t ( u ) 的适应的过程 X = { X u t ^ 0}, 所生成的 

数（最小的）称作 M + x S 7 中子集所组成的可选 <7- 代数， 记作泛.对可选 U- 代数 
❼ 句 ■测的 过程称作可选过程. 

2. 试证，可选 (7 - 代数疗可以定义为 R + xQ 中子集，它是由形如 

[[0 ， t]] := {( t , u ) : 0 < t ^ r(o;)} 

的随机区间,其中 r ( o ;) 是停时（相对于 a- 代数流 F 的),所产生的 a - 代数最小的. 

定义 9. 由轨道属于实连续函数空间 （7 = C ( R +, R ) 的且将其看作是由 R 
到 ( R ,^( E )) 中映射的所有适应的过程 X = { X u t ^0} 生成的 a - 代数（最小的) 
称作 IR + x D 中子集组成的可料 a -代数，记作淨.对代数逆可测的过程称作 
可料过程.关于可料 CT - 代数少可测的过程称作可料过程， 

3. 试证，可料 dT - 代数少也可以定义为由所有轨道仅在 (0, oo ) 上左连续实函 

数的适应的过程所产生的 a - 代数（最小的). 


t^O 


Q 到 


代 


(7 一 


X ft 
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两者取其一（要看在研究时,究竟哪个方便）的定义，参见，例如， [26] 和 [46]. 

4. 验证，可料 a - 代数少是由形如下面之一的子集类所产生的 a - 代数（最小 


的) 


⑷ {0} x 糸其中 A €為和集合形如 ( t , oo ) x 5,其中5 e 
( b ) {0} x A ， 其中 A e 多 0 和随机区间形如 


[M = : {(t ， 0 ) : 0 彡 t < r(a;)}, ]]r, oo[[= {(t^co) : t(cj) < t < oo }， 


这里 t 是 停时； 

( c ) {0} X A , 其中 Ae ^ o 和集合形如 （ M ] x S ， 其中 Be ^ s ^ t 
5, 验证， 


有下面的包含 关系: 


C ^ C Prog C ^(E + ) 0 涉、 


回顾，根据定理 4, 所有相对于 a - 代数流 IF = (^)^ o 适应左连续的或者连续 
的过程是循序可测的， 

设过程 X 是循序可测的， T 是有限停时.试证随机变量 X T 是 ^ r - 可测的 
(这个性质刚刚好是说明，引入循序可测概念的定义合理性). 

7. 试验证，简单（逐段右连续）函数/ = f ( t ， u ;)， 形如 


« 


— ffc ( a ;) l [4， t / e + i ) ⑴， （ G [0，了]， 


其中，量为 多 U - 可测，0 =如 < …< = T ， 且是可选的 • 

8. 试验证，简单（逐段左连续，对 t G (0， T ]) 函数/ = 形如 


= r ]( uj ) i { o }( t ) + ^2 Vk (^( t ki t h +1 ]( t )^ te [ o ， T ]， 


< t m = T , 且是可料 


其中，量 u ( a ;) 是多 o - 可测， r ] k ( w ) 为多 t k - 可测 ，0 = to < 


的 


9. 试验证，在§2和§3中所述构造 Ito 积分，可从在习题7中所提到的可选简 

单函数类出发(如果从在习题8中所提到的可料简单函数类出发，它将具有同一样 
的 Ito 积分).是否可以确定，在中给出的简单函数全体在碎的闭包可以导致 

空间為 D 4? 

10 . 设 T 是停时，使得对所有的 W 

ir(/) = /r(/l( 0 t r]) 其中 lAf ) := /咖)(/) 

11. 试证，如果/ : [0, oo) — R 是 Skorokhod 空间 D[0,oo) 中的非随机函数，贝 !l 
过程厶⑺ J 彡0是 Gauss 的.试求，它的中值和相关函数， 

现在讨论 Ito 积分的一些推广.积分可以对下面函数类 A 进行定义. 


Q 有 t ( uj ) ^ T ( T 是正常数).试证， 
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定义 10. 称函数/属于 A 类，如果/ •• [0, oo ) x D — M 循序可测的，且 


f 2 [ s ， u))ds < 


P 


( 84 ) 


=1， ^ > 0* 


oc 


0 


对函数 /G Ji 构造积分 It(f) 的思想是：选取函数 fn.neN 的序列，使得对这 
个积分 A (/ n ) 已经建立了，且要 


P 


(f(s,aj) - fn{s,U；)) 2 ds 


(85) 


0, 


n — ^ oo 


0 


由此可得，序列 {It(fn)}n^N 是依概率的基本序列，因此，存在随机变量，用 

It{f) 来表示，使得当 


时有 It ( fn ) ^ 々(/),和以前一样，极限 It ( f ) 可以写 
成 /( M f ( s , u ) dW s 或者 （/ . W ) t . 对 Brown 运动用 { B t , t ^0} 表示时，这时极限写 

作 （/: 召) f 


71 — 00 


12- 试证，在（ 85 )式中所述的序列 {/ n , neN } 存在,且证，如果/ e 九则存在 
过程> 0,的 a . s . 连续修正. 

注意，对/ G A 过程 I t ( f ) 不一定是鞅，但它是局部鞅（即对过程存在有限停时 
序列7^,使得 
其中 f >0是鞅). 

13.对/ € Ji , 研究过程 


r n t oo(n — oo ) 和对每一个 n , “停时的”过程 Il n ( f ) := / t A r „(/), 




{L 


f 2 { s , uj)ds > , t^O 


f ( s , u ) dW s - 


( 86 ) 


Zt = exp 




2 


o 


试证， = Z t f ( t , co ) dW t (和以前一样，所有的微分关系式都意味着是相应的积分的 


简写) 


关于随机微分析的详细内容可参见书 [26,124,128]. 简明的随机积分可以参见 


[163] 


对 Wiener 过程 （ Brown 运动）的随机积分可以给出分形 Brown 运动“明显的 


表示 


定义 11. 取值于 R m 的随机过程 X = 彡 0} 称作自相似的（自复制的), 

如果对每个 a > 0可以找到那样的6 > 0,使得 


Law(X a t^t ^ 0 ) = haw(bXt^t ^ 0 ) 


(87) 


换句话说，对这样的过程，时间标度改变 （t h at ), 在对应的相标度的改变 （ a : ^ 
bx ) 下导致结果不变.如果在定义 （87) 中对任意的 a > 0,参数6 = 则随机过程 

X 称作具有哈尔斯特 ( Hurst ) 指数孖的自相似过程.量 D = 1/ 丑 称作随机过程 X 
的随机分形维数. 
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回顾，对 0 < if 彡 1，分形 Brown 运动 = {丑⑻⑷彳彡 0} 定义为中心化 

Gauss 过程，且具有相关函数 

( 妒 )( 吨 S ( 孖 ) ⑼ 


2// 




2H 


S^t ^ 0. 


+ t 


S 


cov 






当孖 =1/2 时，过程 B ( V 2 ) = { B ^ 2 \ t ), t ^0 } 就是 Brown 运动. 

14. 试证, B ⑻ ={ B H ( t ), t ^0} 其中 0 < 丑彡 1 是自相似过程（具有 Hurst 指 


数孖), 


过程 B ⑻ 首先是 Kolmogorov 在1940年研究的（参见[33])，并且它们被称 

作 Wiener 螺线.分开 j 的 （“ fractional ” 或者分数的） Brown 运动的术语是由芒德布罗 
( Mandelbrot ) 和范讷斯 （Van Ness ) 在1968年的工作 [164] 给出的，在那里还给 

出了下面的定理. 


定理 10 (Mandelbrot - Van Ness). 对 0 <JFf <1 和 分形 Brown 运 

动 B ⑻ 有下面的表示： 

B ⑻ ( t ) 

— oo JO ) 

这里标准化常数 c H 的选取，使得 E (丑⑻( I )) 2 = 1 (参见，例如，[ 86 ; 第1卷, 1^281]), 

而 { W s , S 彡 0} 和 { W s , s > 0} 是独立标准 Weiner 过程，且对 s 彡0有= W ^ s . 

分形 Brown 运动（和离散时间的情况一样）被利用在许多重要的模型当中，特 
别是对描述金融指标的动力系统（参见 [86]). 对具有0 < 丑< 1过程研究 
的复杂性在于, 除去丑 ==1/2 ( Brown 运动）和丑=1的情况，这些过程不是半鞅（即 
不包含在那些随机分析中正在发展的重要过程里，参见 [46; 第4章]) . 如果在表示式 

(88) 中，那里 K 以取值于 （0,1) 的 Holder 函数历 （即既 - 艮| < c|t - s \ a , a >0) 
来代替，则所得到随机过程称作多 重分形 Brown 运动. 

15. 试证，对过程，当 


0 


( s ) H ^ 1/2 ] dW s + (t — s ) H ~ 1/2 dW s }, (88) 


if— 1/2 _ 


[(卜 S ) 


CH 




时有 


n —> oo 


1 L \ B(H) ( k / n )- B ⑻ ((k - l )/ n )| / ln ( l / n ) — H 


H n := In 


a.s 


n 


fe=l 


设 Ji ([0, T ]) 循序可测函数空间 厂 [0， r ] X n 4 R , 对 t € [0, T ], 满足 （ 84 ) 式. 

借助于随机积分概念的如下定理是描述 Brown 运动泛函的构造的. 

■ 

定理 11 (Ito -克拉尔科 （ Crarke )) •设 （為 ，拓队叼 是 Brown 运动 W = 

{ W u t € [ 0 , r ]} 的自然 a - 代数流 ，X = X ( oj ) 是多巧 潘 ( R )- 可测随机变量.有 

如下的结论： 

1. 如果 EX 2 ' < 

^ rC \ Lh 使得有 


则可以找到那样的随机过程/ = { f ( s),s € [0, T ]} G 


OO, 


T 


(89) 


X = EX + / f ( s , u ) dW s 


st . s * 


0 
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2. 如果 E|X| < CO, 财表示式 (89) 成立， 只是对某些过程 / € Ji([0,T)). 

3. 如果 X 是正的随机变量（即 P(X > 0) = 1) 和 EX < oo , 则可以找到过程 
/G Ji [0 , T] 使得 X 可以表示成形如 X = Z t EX, 其中由 （ 86) 式所决定 . 

16- 试解释,为什么在定理11中所述的变量 X 是关于 Brown 运动的泛函，即 
X ( o ;) = g { W { s , u ),0 < s ^ T ), 其中 p : C [0, T ] ^( C [0, T ])|^( M ). 

定理 11 不同证明的变形是由 Ito , Crarke , Doob 给出的，并且引入到许多书中, 

参见,例如， [46,182]. 

作为 Brown 运动泛函表示成随机积分的形式应用例子，介绍极值问题:在所有 
的有限停时 r (相对于 Brown 运动坏 r = {W ⑴， t e [0,1]} 的自然 a -代数流）当中， 

找出那样的有限停时％,使得可以达到 


2 


= inf E W r — max W $ 
0«1 


可以设想一个模型：用 Brown 运动来描述股票价格在单位时间周期（例如一天）内 

的波动(自然明白，这只不过是个解释，因为价格不可能是负的)，要求选择时刻 
使得卖掉己有的股票最有利（在均方意义下).注意，对 

偏估计,这是因为 EW Tit = 0,而 E 

此，可以研究量 


了*, 


^给出的是有 


max 


= 禪 (试作为简单的习题来解释)，因 


max 


W s | 2 , 


inf E 1 WV + a — 

[ 0 , 1 ] 


1 / = 


max 


很容易验证， 


T/ = K-2/tt 


设 


M，t € [0,1]. 

— Pechker — Shiryayev ). 前面所引入问题的解由下面 


St 


max 

O^s^t 


定理 12 (Gr 
公式给出： 


awersen 


i{t G [0,1] : St — W-t = Z^yJ\ 二亡 }， 


T* = m 


其中常数 ‘ 可以由下面方程找出 : 


4$(z*) — 2z^<f>(z^) — 3 = 0, 


这里 $ 和 0 分别是标准正态随机变量的分布函数和 密度 . 这时， 

= 2 $( 2 *) — 1 

在这个结果的证明过程中，关键作用是下面的表示 


1.12 


之* 


0.73 •• 




w s = b + / f(s,u)dW s , 


max 

o«i 


o 
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其中6是常数（试指出该常数）和 

/(s, a;) = 2{1 - ^((S t - W t )/VT^i)}., 

I 

随机分析方法与结果的广泛应用是与一些过程的随机积分理论相联系.这些过 

程比 Brown 运动有更 一 般的构造. 

定义12•与 a - 代数族 F =(武)0 0 相适应的随机过程 A = { A t ,tG E + } 称 

作递增的，如果对几乎所有的 w 有 AqM - 0,其中 A t { u ;) 是在 [0, oo ) 上的不降函 
数，且对每个 f G IR + 有 B 4 

定义 13. 称作实随机过程 y = 0} 属于狄利克雷 （ Dirichlet ) 类 （ D ), 如 

果随机变量族 { F t , tg 5} 一致可积,其中 S 表示所有有界停时（相对于 a - 代数族 

F ) 全体. 


^ [0, 1]， 


w G ^2 


s 


< oo 


有如下的基本结果（参见 [26; 第1卷， P.68]; 与第四章定理1比较). 

定理 13 (Doob - Meyer 分解) .⑺） 类的下 鞅 X = (X t ^ t ) t>0 , 且具有 cad- 

lag 形式的轨道，则存在且唯一（精确到随机无区别）形如下面的 分解： 

_ 

— + ^4^ + Mt , 

其中 A = ( A t ,^ t ) t>0 是递增的可料可积的过程 （ EAm , 其中 

M — ( Mt ,^) t ^ o 是一致可积秩. 

为了简单，研究在滤化的概率空间 ( a ^,(^ o , P ) 上连续均方可积鞅 M = 

且 Mo = 0,所有这样的鞅全体用 l 2 c 表示.假使 (7- 代数族 F = (^ t ) 0 o 
满足通常化条件. 

我们来拟定按过程 M = ( M f , 爲^“^^构造积分的纲要.设 { M ) = (( M ) t ) 
是参与下鞅 M t 2 ,t >0, Doob - Meyer 分解的递增可料过程,且具有 E ( M ) 

正如对 Brown 运动的情况，积分 


t^Q 


< OO 


T 


It(X) = 


X t { u ) dM t ( uj ), 


(90) 


0 


一 般地说,不能按轨道如同 Lebesgue - Stieltjes 积分那样进行（只是对平凡情况= 
0, t 彡0时可以). 

过程 X - { X t ,t ^ 0 ,lj € H } 称作简单的，如果存在严格递增数列 { t n feo 与 
紿= 0和同时还有实随机变童序列 {/ n(^)}SLo 和某个常数0 < 

对其有 sup |/^(( j )| ^ C 对所有的 Cl ? € 且 / n 6多 ' t 」 潘 ( R ) 和 


C < OO, 


x t(^) = /oMl {0 }(t) + J2fk(^)l(t k ,t k+1 ](t), 0^t<oo. 


(91) 


k—Q 
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简单过程类全体用爲来表示,对 x e 爲设 


h{X) = ^2 — M tk ) + fn[Mt - M “) ，对 t n ( t < t n+ i 


(92) 


fc=0 


然后再证明定义 （92) 式可 以从爲 延拓到更广的过程类 （重新 利用简单过程的必要 
逼近).有趣的是,这类过程是依赖于函数 ( M ) t 对几乎所有的 o ; 相对于 Lebesgue 测 
度是否绝对连续.这种详细的构造和进一步的推广可以参见书丨48, 182]. 

1 T . 借助于 Ito 公式试证，对确定性函数/ = /⑷ e C 7 1 成立 “ 分部积分 ” 公式: 


f ( s ) W 3 ds 


f ( s ) dW s = f ( t ) W t - 


(93) 


(o^l 


(0 ， t] 


试构造使得公式 （93) 不成立的随机函数/ = /(^ a ;) 的例子 

例 2. 研 究群体增长的 随机干扰方程 


dX t 


=吊数 


(94) 


二 tX u 


r 


dt 


确切地说，研究形式如下的具有初始条件 Xo ( X 0 G 多 | 涿(抝和 EX Q 2 < oo ) 的随机微 
分方程 


(95) 


dX t = rX t dt + aX t dW u 


其中常数 a > 0 ，r e R , 

由 Ito 公式直接可得，过程 


X t = X Q e ^ 


/2)t+crW t 


(96) 


是方程（ 95 )的 强解. 因为 X 0 -ILVT = { Wt,t > 0}，则 


EX t = EXoexp { rt }. 


(97) 


换句话说，当 EX 。 # 0时，平均增长（减少，如果 r < 0) EX t 将是与确定性模型 （94) 

式一样 •口 


在金融数学中，方程 （95) 起着巨大的作用，它的解 （96) 式经常被称作“几<可 

/2描述过程 X 平均值的变化速度，扩散 a 2 在金 


Brown 运动' 局部的偏流 

融读物中经常称作 波动性 ( Volatilities ). 这首先由萨谬尔森 （ Samuelson ) 意识到 ，几 
何 Brown 运动对描述价格演化的重要 意义 , 对它使用了 “ 经济的 Brown 运动” 术语. 


2 


在第八章所述的定义和结果，有价值但略复杂一些，自然是对多维的情况.这样， 

方程 （59) 可以理解为方程组 , 其中= ( X t (1) ，… ， X t ( n ) ),6 是向量， a 是矩阵,确切 


地说， 


(98) 


6(，， •） ： [0， T ] x R 


a (，，，） ： [0， T ] xR n 


R n \ 


R 
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灰={呎，0 0} 是 m 维 Brown 运动（相对于 / r - 代数流（罵)聊).同样认为 

b ⑴ (t ， X t )dt 


b(t ， X t )dt 




b( n )(t ， X t )dt 


(99) 


dW t (1) 


《 11( 亡，石） … CTl m (^X t ) 


cr{t,X t )dW t = 


对向量函数的积分定义为由对每个坐标的积分组成的向量，而/ [0 it ] a ( S , X s )^ 8 表 
示向量函数，该向量的第《个坐标有 


Cnl ( 亡，义 t) 


a ik (s,X s )dW^ s k \ 


M 


fe=l 


循序可测的定义显然也可以移到多维的情况.定理13同样有效，如果在条件 
(61) 和 （62) 中6的模理解为在]^中的范数，而 a 的模理解为矩阵的范数,例如,认 

n m 

为是 kl 2 = E E 


2 


a 


ik 


i = l fc=l 


在研究随机微分方程组的时候， Ito 公式的多维变式起着非常重要的作用，即描 

_ 

述过程 H(t,x t ) 的随机微分， 其中孖 = , x n ), 而 X = ( X ( D , …，叉 ㈣ ) 
是 Ito 向量过程.换句话说， X 有如下随机微分 形式： 


( 100 ) 


dX t — f[t ， u/)dW t + g(t^u)dt, t G [0, oo ), 

这里 / 和 p 相应矩阵的和向量的循序可测的函数 / = = 1 

1 ， … ， m);y =( 办 (t ， w) ， … ,gn(t 7 cj)), W t = 

m 

dX t (i ) = Yjik(t 〜 )dW t w + gj (t ， u;)dt ， 


， n; A:= 


( Wf )， … ，1^(—) •也雜是说，设 


( 101 ) 


i = h 


， n ， 


• * * 


fc~l 


这里对任意的 * > 0 和所有的 i = 1， 


和 = 1, 


，m 


，n 


攀 


\fik(s,u;)\ 2 ds < 


( 102 ) 


\gj(s,uj)\ds < 


1, P 


P 


oo 


oo 




M 


R 使得 if € C 1 ， 2 , 即存在连续导数 dH/dt 
， n . 这时，过程％ = 其中 Ito 过程 X t 是根据 


定理 14, 设函 数孖： [0,oo) xR 
和 d 2 H/dxidxj ， i，j = 1 ， 

(100) 式， (102) 式所定义的，有如下形式的随机微分公式 


d 2 H 

dxi dxj 


(以糾读 ㈣ 坩 EE 


dH 


从)«， 


dYt = 


dt 


l j=i 
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这里， dX t ⑷和 dX t U) 形如在 （101) 式，“ 连乘法 则”： 

dW t (i) - dW t U) = Sijdt , dt • dt = dW ^ -dt = dt ^ dW ^ ] = 0 


Ito 公式的证明，参见，例如， [26]. 关于这个公式各式各样的推广，参见，例如， 
[11,146]. 在这里只是引一个方面的推广结果. 

设 W 是标准一维 B 


运动呢= {W u t^0}. 设函数 F = F(x) 是绝对连续 


rown 


的，即 


F(x) = F(0) + / f(y)dy, 

Jo 

并且函数/ = /( y ) e L 2 hoc (R), 即对任意的 c > 0有 


f 2 (y)dy < oo ‘ 


\ y \^ 


定义 [f(W),W] 是过程 /( W ) 和 W 的均方协方差 过程如 下式: 


)— 肌〜)) 


m 


),^0 




( m +1) 八 


(m) A/, 


(n) 


这里 P - lim 表示依概率的极限，而 {t 

曼 （ Riemann ) 序列 .， 即亡爲 彡 t ( n ) (m + 1) 对 m e N 和每个 n G N ， 当 

oo , 除此之外,对任意的 t > 0有 

sup ( t ( n ) (m + 1) A t - i ( n ) ( m ) A t ) 

m 

特别强调的是，因为过程 f ( W ) 一般地说，不是半鞅,给出的 [ f ( W ), W]t 是依概率存 
在的极限,这不是显然的.工作 [129] 的其中之一结果正是证明这个极限的存在性. 

定理 15 (Protter — Follmer - Shiryayev ; [129]). 在前面的关于函数 i 71 = 
F ( x ) 的假设下，有公式 


GN } 对每个 nGN 是确定性时间的黎 


， m 


(m) 


时有 


m — oo 


— > 


(m) 


0,当 


71 — 00 


F(W t ) = F(0) + / f{W s )dW s + 1 -[f{W),W] 


(103) 


2 


o 


18. 设函数/ e C 2 , 试证, 


f{W 8 )ds, t^0 


[f(W),W] t = 

进而，公式 (103) 转化为 Ito 公式. 

19.设/⑻=|'4试证, \f(W),W]t = 21*(0)，其中心(0)是 Brown 运动在0点 
的 局部时 （ Levy ), 其定义如下： 


0 


(104) 


Lt = lim — 

eiO 2s 


ds 


{\ W 3 \^ e } 


0 
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这样，在这时，公式 (103) 转化为对 Brown 运动的田，中 （ Tannaka ) 公式 • 

推广 Ito 积分到多变量函数可以参见小册子 [163]. 这里只是介绍一个这方面的 


结果 


定理 16 (Ito)_ 对所有的 t > 0 和 n G N 成立下面的公式 

t n/ \ 

n [7V ， 


(105) 


dW 3l - * - dW $ 


n 


0^ 51 


这里 H n 是: n 阶埃尔米特 （ Hermite ) 多项式，即 

H n (x) = (_l)Y 2/2 £(e- x2/2 ), 

转向时齐扩散,即研究下面方程的解 

dX t - b(X t )dt + (j{X t )dW u t) s ， X s = xe E n ? 

这里， Wt 是 m 维 Wiener 过程，函数 6 : M 

条件，此时这些条件可转化为一个 条件: 存在 L > 0,使得 


n = 0,1, • ， 


(106) 


R n 和 cr : R n — R nxm 满足定理8的 


(107) 


\b(x) - b(y)\ + \a(x) -a(y)\ ^ L\x - y\, x,y eR n 

n m * 

(对向量， M 意味着欧氏范数， M 2 = E E do , 由此可得，对某个 c > o 有 


i—1k=l 


\cr(x)\ 2 4 - |6(a:)| 2 < c(l + | 尤 | 2 )，. x E E n . 


(108) 


用 X t s ， x 表示对 t 彡 s 时方程 (106) 的唯一强解. 

试证,对每个 xeu n 如前面所定义的过程 xr , t ^ s , 是时齐马氏过程. 

21, 试证，满足定理8的条件下,强解的唯一性（在 [0, r ] 上）将可以在更广的一 

类过程中，其对 t G [0, T ] 存在 EXl 

22. 试验证,如果满足定理8的条件只是在半开区间 [0, T ), 则它的结论同样在 
这区间上成立,仅仅是过程 X 类,对它们函数 EX t 2 有界是在每个包含在 [0, T ) 的区 


20 


间上 


23. 借助于 Ito 公式，试证，（一维）下面方程的解 

P-x t 

T -t 


(109) 


dt ~h dWf^ 亡 G [0,7 1 )， 尤 0 = Qf ， 


dX t 


是过程 


dW s 


( 110 ) 

这样，方程 (109) 的 

解乃是 在区间 [0,T] 上的 Brown 桥 , 且具有固 定的端点 Xo = 和 Xr = /?. 标准的 
Brown 桥是当 r = l 和 a = (3 = 0. 


Xi = Qi(l — t/T 1 ) + j^tjT -h {T — t) 


T 一 s 


o 


24. (习题 23 的继续).试证，当亡 — r - 时，有 


a.s 
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在随机微分方程的解的存在唯一性定理不同形式的推广中，需要指出的是兹沃 

科 (Zwonkin) 出乎意料的结果 （象 见，例如， [86; p.322]), 证明了对下面的随机微分 
方程存在强解 


dX t = b ( t , X t )dt + dW t 

• • 

只需要 b { t , x ) 对变量 ( t ， x ) 的可测性和一致有界性. 

25. 试证，随机微分方程 


( 111 ) 


dX t = a ( X t )dt -f dWt 

当具有 “不 好的”系数 ( y { X ) = sgnrc 时， 它有唯一的强解 

定义 14. 具有初始条件/ X ，其是给定在離)上的测度，随机微分方程 （59) 
在区间 [0, T ] 上有弱解，如果可以找到一个滤化的概率空间 （ f 2, 多，(多和 
Brown 运动 W = ( W t , 為) _， r 】 以及 a . s . 连续随机过程 X = ( X t , 使得 

Law ( Xo ) = M 和对每个 t > 0 a . s . 依概率 P 满足等式 (60). 

自然,可以研究形如区间这里0彡 
代替区间 [0, T ] 

需要强调的是，强觯是研究在给定的滤化的概率空间及其上的 Brown 运动的, 
与强解不同，在弱解的定义中，那样的对象（概率空间和 Brown 运动） 不是固定的, 
只是要求能够找到它们.显然强解是弱解. 

•定义 15. 方程 （59) (强或者弱）解的弱唯一性意味着,任意两个解（强或者弱 ) 

具有相同的初始条件，则分布相重合，即有限维分布是一样的. 

_ 

26. 试证，方程 


( 112 ) 


< QO 或 [ u Jr v ] M 0^ U < V^OO 


奉 


dX t = a { X t ) dW u te ^ T ], Xo = 0, 

这里 a ( x ) = sgnx , 至少有两个解 （但是“弱”的).除此之外， 在某个 概率空间上，这 
个方程可以 完全没有“强 ”解. 

为了证明最后的结果，应该验证，过程 


(113) 


B t = a ( W s ) dW s , t e [0,1], a ( x ) = sgnx , 


是在区间 [0,1] 上的 Brown 运动，下面的结果（参见，例如， [83]) 保证了这个结论， 

( Bt , ^ t ) t ^ o 是在某个滤化的概率空间（0,多， 
(依概率 P ) 连续的均方可积鞅•设（尽 2 - i , 馬 )00 同样是鞅， 


定理 17 ( Levy ). 设 B 

(界 )@ o , P ) 上 


a*s 


E(B t 2 -B 5 2 |^ 5 ) 
这时， B 彡 0} 是标准 Brown 运动 


(114) 


t — s ， 0 ^ s ^ t 
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,注意，巴洛 ( Barlow ) [92] 证明了方程 (113) 可以没有强解，甚至于当 a = ^) > 
0 是有界连续函数的时候 . 

27. 设满足定理8的条件.试证，方程 （59.) 的解（强或者弱）是弱唯一的. 

习题26说明了，可能存在弱解，但不是强解.因此，自然希望期待着在对方程 

(59) 的系数较少限制性条件下能存在弱解. 

在这方面的最初结果之一（参见， [86; 第1卷， p *325]) 可叙述 如下. 研究随机微 


分方程 


(115) 


dX t = b ( X t )dt + a ( X t ) dW t 

Law(Xo), 使得对某个 7 > 2 有 


具有初始分布 


/i = 


| x | 7 / x ( dx ) = E | X 0 


如果系数6 = 6( or ) 和 

注 3. 如果对方程 t (115) 的系数 a ( x ) 有界非退化函数，而系数&0)只是要求 

有界可测性,则方程依然存在唯一（依分布）的弱解.关于弱解所得到的结果同样可 
以推广到多维的情况以及系数依赖于过去的情况等等（参见，例如， [86; 第1卷，第 

III 章]) • 


( x ) 是有 界连续函数， 则方程 (115) 有弱解 


在随机微分方程的理论中（特别是，对构造弱解）起着重要作用的是吉尔萨诺夫 

( Girsanov ) 定理，它是关于测度的绝对连续变换的.为了叙述它，需要引入一些.必 

要的符号. 

设 (^,^,(^)^0^) 是某个滤化的概率空间，研= ( W u ^ t ) t ^ o 是 m 维 Brown 

设6二其中6= (6 1 ，…，6,是循序可测 


m 


维随机过程,使得 


(J \\ b s \\ 2 ds < oo ^ = 1, 

这里 llh II 2 =㈤ ) 2 + … + W ) 2 和 r < oo . 

构造过程 Z = ( Z t ^ t ) te [ o , T }^ 如果设 


(116) 


te [0, T ], 


P 


u 


(117) 


(6 S , dW s ) — - 


Z t — exp 


2 


这里 ( b si dw s )：^ E b k s dw ^ 

k=l 

引理 9 (参见，例如， [ 86 ; 第 2 卷， p .326])* 如果满足诺维可夫 （ Novikov ) 条 


件 


\ b s \\ 2 ds 


(118) 


Eexp 


< oo ? 


则 EZ t = 1 和在 (117) 式引入的过程 Z = ( Z t ^ t ) te [ o y T ] 是一致可积鞅 
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由于& ( P - a . sO 正性和条件在⑴，界 T ) 上 EZt 二1可以给出概率测度 Qr ， 设 


Qt ( A ) = E (1 aZt ), A e 


(119) 


定理 18 (Girsanov). 对前面所引入的过程和 6 ，定义 


b§dSj t G [0, 3™ 1 ] 


B t = W t - 


这时，丑 = {B u ^t) tmT] 是在滤化的概率空间 (n y ^ T ,{^ t ) te[0jT] ,Q T ) 上的 m 维 

Brown 运动， 

这个定理，正如己经指出的，给出了下面的随机微分方程构造弱解的可 能性： 


dX t = b ( X t )dt + dW u ie [0, T ], 


( 120 ) 


甚至于对更一般的方程（参见，例如， [36; 第 VII 章， §36], [148; 第5章]) . 

与 ito 积分一系列有关的问题中，应该注意“对称的”斯特拉托诺维奇 

( Stratonovich ) (或菲斯克 （ Fiske ) - Stratonovich ) 积分： 


f { s , uj ) odW s { uj ), 


( 121 ) 


这里 W 參 0} 是 Brown 运动，而函数/属于某个类.为了了解事情的实质， 

比如对某个类函数/，积分 (121) 构造借助于形如下面的积分和 




这里， 0 = t 0 < …< f jv = f 和 q + t i +1 )/2 ,i = 0 r 

程看作借助积分 (121) 的积分方程是有利的，其解释的理由，可参见 [169]. 特别的, 
对 Stratonovich 积分,在进行变量替换时，在 Ito 公式不会出现二阶的附加项.这样 
对在流形上随机微分方程的研究非常有利（参见 [128]). 同时在研究随机方程 


， iV - l . 将随机微分方 


a { s , X 3 ) odW s 


X t = X Q + / b { s , X s )ds + 


( 122 ) 


时对系数要求比在研究形如 （60) 式的方程时更多的限制.如果函数 a { t , x ) 对 I 可 
微，则方程 (122) 等价于下面的 Ito 方程: 


X t = X 0 + b ( s , X s ) ds + 7； / a f x ( s , X & )(7( s ^ X s ) ds + / a ( s , X s ) dW s . (123) 


2 


特别的，如果 a ( 5 , o :) 不依赖于: c ， 则与方程 （60) 两种解释相重合. 
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同时强调的是 Ito 积分是戟（例如,在定理 2 的条件下)，而 Stratonovich 积分就 

不具有这个性质. 

为今后学习随机微分方程理论的不同方面可以关注[11,1 3 0，15 4 ].在 [ I %] 中研 

究了随机偏微分方程.例如，在 [88] 中研究了量子扩散 ■ 

本节的最后部分介绍一些问题,它涉及在随机过程及其应用的一般理论的框架 

内的一个独立研究方向. 

一个非常重要的方向 是滤波 理论.假设，在有用的信号上附加了 “噪声”，而且需 

要从受干扰的观测中分离（过滤）出这个信号..这种描述简单的现象，它的形式化却 

不简单.我们关注到了模型，它构造了出非常漂亮的理论. 

设我们所关心的 n 维随机过程 G [0, T ] 的有用又“隐蔽”的信号是由具有 

初值条件 X 0 二 Z 的随机微分方程（组 ）（59) 来描述，并且设“观测的” g 维随机过 
程 G [0, T ], 它是由下面随机微分方程 给出： 

dY t = c(t, X t )dt-\- j(t, X t )dB t ， 


(124) 


这里 ， c : M n+1 — M 9 ,7 : R n+1 W x p . 认为所有的研究的过程是定义在某个概率 

空间上，且 p 维 Brown 运动 B = {B u t ^ 0} 不依赖在（ 59 )式中的 m 维 

Brown 运动（即相互独立 ） W 

个重要的问 题是： 根据观测 [o,t]} 给出对 te[o,T]mx t 的估计.设 
龙 t = a{Y s ,se [0, t ]}, 将寻找最佳估计元€ 省哆 (『)，使得 

= inf { E | X t -U\ 2 :Ue L 2 (Q,J^ u P)} 




(125) 


E | X t - X t | 

很容易看出，元 = E ( X t \ Jf t ). 我们假设所有研究的随机变量具有有限的二阶矩（是 
对向量的每个坐标说的)，同时要满足所用的随机方程解存在的条件. 

下面对线性方程组的经 典结果 （参见，例如， [169]) 是最早一批结果之一，它们给 

出了实际当中可以实现的方便公式，其用来描述最佳滤波器的动力学. 

_ 

定理 I 9 (卡尔曼 （ Kalman )- 布西 ( Bucy ) 滤波器)•设 


dX t = F ( t ) X t dt + C ( t ) dW u F ( t ) € R nxn , C ( t ) e R nxm , 
dY t = G ( t ) X t dt + D { t ) dB u G ⑷ e E gxn , D ⑷ G R qxp . 

假设矩阵 D ( t ) D(ty 对所有的纟是可逆的，在每一个 t 变化的有界区间上矩阵 
( jD ( t ) D ( i )*)- 1 的范数有限.这时，问题 (125) 的解 X = { X t ,t e [0， T ]} 满足下面 

的随机微分方程： 


(126) 


dX = ( F - SG \ DD ^)- l G)Xidt + SG ^ DD ^)- l dY t 
具有初始条件叉 o = EX 0 , 而矩阵函数 


S ( t ) = E ( X t - X t )( X t - X t ye 
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满足矩阵形式的里卡蒂 （ Riccati ) 微分方程 


dS 


-r ^FS + SF^ - SG^DD^GS + CC\ 

at 

夕⑼ = E ( X 0 - EXo )( X 0 - EX 0 )\ 

例 3. 应用定理 19 到下面特殊情况的标量过程，求戈 t . 设 

dX t ; 0 ，即不 = X 0 , EX 0 = 0, EX 0 2 = % 
dY t = X t dt + mdB t ^ F 0 = 0* 

Riccati 方程 （ l 27 ) 对 = E ( X t - X t f , 转化为 


( 127 ) 


dS 


S 2 y 5(0) == Vy 


dt 


由此可得 


vm 


S(t )= 


t > 0 


m 2 + vt ’ 


对叉 ={&}， 由 （126) 式找到 


dX t 


Xfdt + 


dY tl Xq = EXq = 0 


+ vt 


因此,对扩散过程利用 Ito 公式,得出 


(^ ex p {/^^^}) = ex p {/^^^} 


d 


dY u 


+ vt 


从而有 


X t = 


Y u 


m 2 + vt 


关于滤波理论可以参见 [160]. 作为在这方面的引论建议读 [169; 第 IV 章1 


我们还要指出一个重要的情况，它是最近十几年来最引人注意的.如果在前面 
的过滤干扰（“噪声”）的问题,把它看作是需要躲避的障碍物.那么有些问题(相对于 
非线性系统的分析）干扰却起着好作用.事情是这样的,某些系统在一定的随机干扰 
的影响下可以表现出稳定性行为的特征. 

在最近几年，随机金融数学问题引起了巨大的注意. 

在这里，对连续时间的模型，代替差分方程产生了随机微分方程.这时，花费很 
多技术的复杂，得到与离散时间类似的已知结果.我们不重述“离散时 间的” 定义, 
它在第四章的补充中给出了，在连续时间的情况（参见 [86]). 值得注意，在布莱克 

( Black ) -默顿 （ Merton )- 舒尔斯 （ Scholes ) 模型的框架内的研究具有非常高的 
知名度，它是用来描述价格演化的几何 Brown 运动的， Scholes 和 Merton 的工作在 
1997年获得了诺贝尔 ( Nobel ) 经济学奖（而 Black 己逝世，没有被授予 Nobel 奖). 


k . 

•a. 
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这样，如果的 - 市场被下面的随机微分方程所 描述 : 


( 128 ) 


dB t — rB t dt, dS t = S t (fjidt + adW t ) 


这里 ， 5 = 是银行帐户 (bank account) ， 而 S = (S t )t^o 是股票价格 (secu¬ 

rities price), 则有下面著名的结果 . 


定理 20 (Black - Scholes 公式 ) • 在模型 （ 1 货） 中， rw 是常数，具有未定 
权益函数 /t = (St - K) + 标准的买入期权 (Call Option) 欧氏期权的定价是由下面 
公式给出： 


(129) 


C(T) = S 0 ^(y + )-Ke~ r ^(y-), 


这里 


log(S 0 /K)^T(r±a 2 /2) 


y 士 = 




0时有 


而$是标准正态随机变量的分布函数.特别的，当 So = K ^ 


T 




Vt 


Vt 


C(T) = S 0 # 


— 少 


2 


2 


当 r — 0 时 , C(T) - Ka^/T/(27r) 


有不同方法证明这个定理（参见，例如 [86]). 注意 , 与借助于 Girsanov 定理的鞅 
方法，还有 Black 和 Scholes 所用的方法，它是在一定的条件下 对套期保值所 得出的 


Y(t,T) = = inf{x > 0 : 3tt 使得 义 ， = =/ T , P-a.sJ 


这样称作基本方程 




= rY 


dS 2 


ds 


dt 


具有边界条件 Y(T,S) = [S- K)+. 这时，量 C [0 ,t] = C(T ) (参见 (129)) 

关于对随机金融数学问题的全面了解，可从 [86, 147, 155] 中得到 • 


附录 1 

柯尔莫戈洛夫定理的证明 


定理的证明分 几步: 
A . 由给定的测度 P 


去构造 Qj ， 其中指标集 J = , tn }, 设 


艺 1 




« * 4 


Qj(Bj) = p tl ，…丸 d 


， D ， 


(i) 


其中“矩形 


= {y e :々(4) e = i ，_..， n } 且 B tk e ^ tk1 k = , 

■ 

由于条件 i ° (第一章 § ii ) 该定义是具体的，_即公式 （1) 的左半部分是不依赖集合 
J 中点的指标次序（只要牢记对每一点4, A : = 1，... ， n 所对应的集合 B tk ). 根据 

Caratheodory 定理，由“矩形”所生成的半环上的测度 Qj , 可唯一扩张到由这个半 

环所生成的 a - 代数上，即在溪 j 上.这时，根据条件1。和2。（第一章 §11) 测度 
Cb , 这里 G F { T ) 满足相容性条件 （ I . 44). 

这样，可以认为在空间 、 Sj 爲、 上存在一族相容的测度 Qj,Je F ( T ). 证明在 
[ St ，潑 t ) 上存在唯一的测度 Q ， 它具有给定的投影 Qj,J e F { T ). 显而易见，这只 

不过是柯尔莫戈洛夫 ( Kolmogorov ) 定理一种以测度语言表述的等价形式.事实上, 

如果上述结论成立，则根据第一章引理8,在概率空间 ( S t ,^ t , Q ) 上利用坐标方法 
建立了随机函数 X = {叉 ⑷, i e 7 1 }(见 (1.42)), 对它来说， P x = Q . 这时，对每个 
«/ e F ( T ) 有 Qj = = Pxtttj - 所以对任何上述的“矩形” Bj ， 我们有 


( 2 ) 


= P(X e = p f]{X tk €B tk } 

\k=l 

因此,根据⑴式和第一章引理2,得到 X 有有限维分布 P tl ,.., tn . 
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B, 对 A 中构造测度 Q 的问题用更清晰的语言是给定在 a- 子代数上的测度扩 
张到包含它的一■个 (7 -代数上.为此，将 <7- 代数鐵7上的测度 Qc/ 定义到 | 代 

数 C 避 T 上，这里?7 6 F { T ) 定义 


Qui^u) = Qt/(Q /)， 

其中 CV 和^具有 （1.36) 的关系形式.显而易见，这时测度 Qu,Ue F ( T ) 的相容 
性条件等价于对在 <r- 代数 溪 t ; u 上测度 $[/ 压缩到代数 ^ t , v 上与测度 
相重合,其中 VCU . 

此外，还有 Kolmogorov 定理以另一种测度语言表述的等价形式，存在潘 t 上的 

唯一测度 Q, 使得在 CT - 代数 ^ T,c / 上有 Q = 对每个 tz € F ( T ). 从而，在柱集 
o - 代数於 上根据下式给定了集函数 Q: 

h. 

Q(C) = §c/(C)， 其中 C G U e F ( T ) 

换句话说，设 Q (^ uB ) ：= Qu { B ) 对 S e 减/， € F ( T ). 

注意定义 （3) i 正确的，因为如果 C € 潔 T ， u 和 C e 琢 tv , 这里?7, •/ G F ( T ), 则 

c e 由于 (1.37) 因此 


(3) 


Qc；(C) = Qc 7 uj (C) = Qj ( C ) 


显然，公式⑶在代数够 r 上确定了有限可加集函数，并且对任意的17 e F(T) 有 

Q( St ) — Q[/(Sc/) = 1. 

如果我们证明了在贫 r 上 Q 的 可数可加性， 则根据 Caratheodory 定理,测度 Q 

唯一地扩张到上的测度，即在潔 t 上的测度（根据第一章定理 6 ). 

C. 众所周知，在 集代数 皆 t 上 Q 的可数可加性等价于它的有限可加性及连续性 

(在“零点 ”0). 从而，只需证明在 於上 Q 的连续性，即如果 

, c n+1 C C n ,n € N，nc n = 0), 则 Q ( C n ) 0. 注意，要验证测度的连续性是在 


oo , C n i 0( C n e 


梦 r 上,而不是在产生这个代数的“矩形”半环上. 

设 <7 n G 麥 r,j„ ，这里 Jn e F ( T),n eN . 不失一般性，可以认为 C J n+Xl n e N. 

假设对某个印 > 0 有 Q ( C n ) ^ e 0 对所有足够大的 n (因为 C n+1 C C n , 即对所有的 

N). 可以证明这个结果与条件 CU 0(n — oo) 矛盾. 

这个结果的证明还要分为几步. 

_ 

D . 首先设 S * = [0,1]，風= ^([0,1]) 和內 ~ 

是对集合=瓦，这 里凡在 中是紧集，瓦= TT^ B n , J n e F ( T ), n € R 根 
据第一章引理 11 有岛 „ = ^(SjJ, 而根据公式 （1.39) —离引入到 Sj „ 上.对任 
意的私根据第一章引理4,在距离空间 ( S Jn , p Jn ) 中可以找到闭集） C B n 


n E 


(欧氏距离）对所有 * e r. 验证只 


p 




使得 


Q Jri (B n \K n )<e Q 2- n ^ neK 
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显然，空间是紧的，因此 I 是在中的紧集.对每个 n 根据最后的不等式 

和 （3) 有 


Q ( B n \ K n ) = Q (7 r ^ jJB n \ K n )) = Qj ri ( Bn \ K n )< e 0 2 -卜 1 


^^然 ^ L n a Hji a Cfi ， 


引入 L n = p 风，这里丑 i = K h i = l , 

i=l 

就有 k 丄 0. 在连续映射下闭集的原像还是闭集.因此集合凡= 


, n , 


* « 


D n ) 是在空间 S Jn 中是紧的，它作为闭集与紧集的交集 

K n . 考虑到 (7 n C Ci , i = 1，…， n , 于是有 


(基于是柱集 L 


T , J r 


K n =7T 


Jfl 


n 


Q [JiCnXHi)) <^ Q ( Q \^)< eo /2 


Q(C n \D 二 Q C n f| [J 瓦 


从而，印 < Q ( C n ) = Q ( L n ) + Q ( C n \ L n ) ^ Q ( L n ) + 印/2,即 Q ( L n ) ^ 句/2,对所有 

因此， = 7 T^ Jn B n , 其中 是 Sj „ 中的紧集, C Jn+uJn ^ F ( T ), nGN . 
E . 集 t ； = G J n 在空间 St ； 上定义距离 


n G N 


pj 7l (Xn^yn) 

I 

l + /Vj^n ， 2/n )， 


Pu(x,y) = ^2~ n 

n=l 


(4) 


这里 


= ^ IJr^Vn = y \ j r ^ n ^ * 

回顾第一章引理 11 的证明，可以看出距离空间 （ Sc /， 阳） 是 Polish 空间，并且柱 
集 muu - 代数与 Borel .7- 代数 ^{ S v ) 相重合.除此之外, S [/ 荖紧的. 


集合 


B n , neN , 


U ， J n 


在距离空间中作为紧集的闭子集是紧集. 


i 

I 


• T 

k 


注意， <7 n = 7T^j n B n = TT^TT^j^Bn = TT^jjC^ n G N, 因为 Q C (7 m ， 当 n 彡 771 ， 


除此之外， f ) C n = 7 T^\j 

n=l ’ 

在完备空间中，一个包含一个的紧集的交集 k 非空的.因此 ^ a n ^ 0 . 从而 

n=l 

n c n ^0 ( wc / 将 Sr 映射到 Sc / 上)，导致与假设 C \ C n ^ 0 矛盾. 

F 现在假设 S * e 涿([0，1])，涿= S t n ^([0， l ]) 对吴一个 teT , S t ^ [0,1]. 

_ 

设 L t = [ 0 , l ], teT . 对 J e F ( r ) 在 ^( Lj ), 其中 = ft A 上引入测度 


则 G C ^4,当 n > 


n c， n 


m 


teJ 


(5) 


Qj(B) = Qj(Bf]Sj)r Be ^(Lj) 
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考虑到（1.44)，容易验证测度 Qj ( JeF ( T )) 是相容的.利用这一点和 D 的结论，可 
以看出在空间 （ L r ， D 上，这里 if T = ® =遛([0, 1]) 存在测度§，并且在 

teT 

空间 ( Lj ^( Lj))/Je F ( T ) 上具有投影 

假如作为已知测度 Q 而是在集合 Sr 上压缩的既然： T 是不可数的，集 Sr 

不包含在代数 | 中，而在其上定义了测度§，上述就不会有那样的结果.因此， 

_ 

在概率空间 （ n , 多, P ) 上，这里 n = L T ,^ = ^ f T ,P = Q , 取唓 机过程 X { t , uj )= u ( t ) 

(见 ( L 42)), 具有分布 Pf =呤 . 

如果 S t # [0,1], 则取点 e St ( S t ^ 0) 并在 T 乂 Q 引入函数 

X { t , 0；) 当 X { tyU )) G Sf , 

当 A "( t , o >) 磋 St . 

根据 x = { x ⑴ e r } 的构造，它是一个在 ( n ,^, P ) 上随机过程.并且 
X { t , uj ) e St 对所有的 teT^iue n ( X ( t , ■) € 多 1 瑪对每一个 f e r ). 

显然,对每个 i e r 


X(t y u )= 


(Z 亡 


{w : X { t , uj ) ^ X ( t , uj )} = { i 0 : u ( t ) e [0, l ]\ S t } = C t 


⑹ 


由于 （5) 对简单柱集有 


P ( C t ) = Q ( C t ) = Q {t} ({[0,l]\S t }nS t ) 

如同对 （2) 式中的矩形 Bj ， 考虑 （5) 式和⑹式得到 


⑺ 


0 




f]{X(t k ) G B tk } 

C =1 

== Qj(Bj) = Qj(Bj) 

因此, Q 尸 Px 是在 a - 代数聲 r = ( g ) 爲上的已知的测度. 

t^T 

G . 为了对任意的 Borel 空间 ( S t ^ t ) t€T 成立,我们要解释一下在证明中应有什 
么样的改变. 

引理1.设 （ s t , 爲) KT 和 ( r t , M ) t 6 T 是一族可测空间，且对每一个 t GT 有 

( S t ^ t ) - ( r t , M ). 这时 （ Sc ；, 减 /) 〜 （ rv ， 蛛). 对任意的 c / c r , 这里激 a 和蛛 

是相应的由 S [； 和 rv 的子集生成的柱代数（“〜”表示可测空间同构). 

证.设映射~ : S t — rv 对 t e 了是空间 （ s t , 涿）与空间 （ r t ， o 的同构.对 

rV, 假设对即 = {x(t), teU}e Sc/, 


⑹ € B tk } 


=P 


P 


C / CT 引入映射 h v : S 


hu^u = yuy 其中 yu = { y ( t)^t e "}， 沒⑴ = € r t ， t 
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这时在 rv 中的简单柱集的原像是在中的简单柱集，由于第一章推论1，因此 

^ u \^ U - 显然，是由 S [/ 到 IV 上的 1 映射.同时说明了 ％ 1 6 


有 h 




如果满足引理1的条件，并且在空间 ( Su ^ u ) 上给出相容的测度 Q V (U 
F ( T )), 则容易验证在空间（ IV ,馬）上产生相容的测度 Pt ； = Quhu 1 (换句话说， 

对 F C C / C T(U e F (: T )) 有 P 

n uy 和对空间 ( S t ,^ t ) t € T 的映射 TT ^ y 具有相同的意义. 

假设在空间上已经构造出对 C / e ' F { T ) 具有在空间 { Tu ^ u ), 上给定 
投影的测度 Pc / 的 P . 这时易倩，在 ( S t ,^ t ) 上测度 Q = P / it (即 Q = P ^? 1 )- 1 ) 具 
有在 { Su ,^ u ), U € F { T ) 上的投影 Qc /. 

这样，不失一般性可以认为 S t 是区间 [0,1] 上的 Borel 子集，且对每一个 t G 
7，爲= Vp |^([0， l ]), 从而导致 E , F 的情况. 

这样 Kolmogorov 定理完全证明了.匚 

下面的结果将解释，为什么在第一章定义8中考虑的是区间 [0,1] 上: Borel 子 
集，而不是区间[0，1]本身.为此，我们引入两点集 S = {0,1} 并且引入离 散距离 
v { v { x , y ) =0,当 
类似 （4) 式中在 K 上引入的距离. 

定理 1 (参见 [15; p .9 B ]). 设可测空间 （ S , 潢） 与某个 Polish 空间（带有由其 
Borel 子集所构成的 a - 代数）中的 Borel 子集同构，这时 


e 


Pc / n ^ V ), 这里对空间族0\，鳩)紋的“投影 


; i /( x , y ) = 1, 当 x 一 y ) 将其生成 Polish 空间.设 K = S N 并且 


如果 S 是不可数的, 
如果 S 是可数的•， 

,| S |)), 如果 S 是有限的， 


(N,^(N)), 

((1，…， | S |),^(1, 

这里 ^( M ) 是集 M 的所有子集组成的 a - 代数， | .丨是有限集元素的个数 • 

对 Kolmogorov 定理还需作些注释，对 Polish 空间组 ( S t , 这个定理的证 

明是建立在泛函分析的重要结果 （Stone - Weiestrass , 里奇 （ M . Ricci )- Markov ) 上， 

可参见 [101]. 关键的思想在于测度伴随着线性泛函，这样给后续工作带来成功.除 
此之外，利用第一章定理6,允许指标是可数子集族 UcT 的相容测度 Qu 构造的 

限制是如下面习题所示. 

1.设 Qc / 是在空间 （ Sc /, 鳥）上的测度，对给定的有限或可数集 UCT (对有限 
U , 测度 Qr —开始给出了).设对所有有限或可数 V : UCT ( VCUCT ) 满足相容性 
条件 （1.43). 根据第一章定理6,对每一个 Be^T 都可以找到集?7 = U ( B)e N ( T ), 

使得 G 溪 (也就是万二这里执/ G 减 /.), 并且定义函数 Q ， 设 


( S 肩 


⑻ 


Q(B) = Qu(Bu). 
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证明 （8) 具体地给出了 代数你 T 上的测度. 

这一节的最后，回顾著名的 Ionescu 定理 （参 见 [85; 第1卷, p .318]) 对在任意可 

测的乘积空间上可以构造具有给定的联合分布（由概率核族所确定的）的随机元素 


序列. 


附录 2 

普罗霍洛夫定理的证明 


A. 设 {P a } aej4 是涿 (S) 上胎紧的测度族，这里 S 是距离空间.证明这一族是弱 


相对紧 


如果 S 是紧空间，则 C ( S ) = C h ( S ), 并且概率的弱收敛等于在共轭空间 C *( S ) 
上弱 *- 拓扑的收敛.这时，在 ^( S ) 上概率的全体少 ( S ) 是在空间 C *( S ) 上单位 
球的弱闭子集，众所周知，单位球是在弱*-拓扑下紧的.因此，夕 ( S ) 同样是在 
弱拓扑下紧的，看作闭集与紧集的交.这就完成了第五章定理6对紧空间 S 第 
一 个结论的证明. 

现在较详细解释.根据里斯 ( Riesz ) - Markov 定理(例如参见 [60; 第1卷， p .124]) 

每一个在 C ( S ) 上的连续线性泛函 F ， 即 F e C *( S ) 唯一地表示成如下的形式 


F ( f ) = 〈 / ， Q> = / f ( x ) Q ( dx)，fe C ( S ), 


这里 Q 是涿 ( S ) 上的分布,也就是 Q = Q + - GT ,其中 Q + 和 Q - 是澡 ( S ) 上的有限 

测度，而 (/, Q) = </ ， Q +〉 - 泛函 F 与元素 Q 相互 决定. 除此之外， 


少 ( S ) = { QeC * ⑸ ：（/， Q 〉 彡0，对 f ^0 JeC ( S ) 和 ( I , Q > = 1}, (1) 


这里 T 是在集合 S 上等于1的函数，换句话说，1： = 1 S . 对 C *( S ) 有 


i^licMS) — sup{|F(/)| : / 6 C ( S ), sup|/(x)| ^ 1} 


( 2 ) 


x€S 


显然，对 Q e 少 ( S ) 和 / e C ( S ) 有 


(/, Q)| ^ sup|/(x)|(l 5 Q) ^ sup|/(a:)[, 


x&S 


x^S 
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因此，夕 ( S ) 是在 c ( s ) 中单位球的子集，即球 


{ FGC ^ S ):\\ F \\ c , ( s ) ^ l } 


B 




验证外 S ) 是闭的.假设 Q a 在空间 C *( S ) 中弱收敛于某个元素 Q , 即 


(/,Qa)->(/,Q) 对任意 / ec ( s ), 


(3) 


这里指标 a 取遍某个方向集.这时 Q 具有在 （1) 式里夕 ( S ) 中测度的性质.特别强 

调，根据⑵式 中范数所取的球丑,但是它的紧性 （Banach - Alaoglu 定理，参见 ㈣ ; 
第 1 卷， p .133]) 的成 立不是按这个范数，而是按弱拓扑意义下的. 这样，对紧空 

间 S 结论 A 己经证毕. ^ 

一般情况可以导致到已经研究的情况.设 S 是紧空间,也就是 S = 0 s m , 

这里 S m 是紧的 （m e N ), 这时， S 是可分的，并且同构于紧空间 V = [0, lT N=1 中的 

Borel 子集 M (参见 [101; p .2]). 由于第五章定理2,在连续映射下保持着测度的弱 

收敛性.显然，也对胎紧性.因此,可以认为在 ( S ,^( S )) = ( M ， 溪 ( M )) 上给定的测 
度族 Pa (^ eA ) 扩张到 ( V ^( V )) 上胎紧的测度族 Q a ， 根据公式 


Qa ( A ) ：= Pa ( Af ] M) y ylG ^( V ), 


(4) 


E A 


所确定.这时，在涿 (S) c . ^{ V ) 上有 Q a = 根据所证，由包含在族 {QJaeA 中 

任意的序列测度 QniQn 代替写成 QaJ , 可以取出子列使得 


Qrij # Q ， J —^00, 


时有 P 〜今 p ( Pri 代 


这里 Q 是在 ( V ^( V )) 上的某个（概率）测度.验证当 j 
替写成 PaJ , 这里 p = QU ( S ) 即测度 Q 在潘 ( S ) 上的压缩.对每一个 m e N 在 S 
中可以找到紧集使得对所有 a e A 有 


— ^ oo 


(5) 


Pa(^m) > 1 - 1/m 


这时，根据第五章定理1，考虑到 潘⑸ C M ( V ) 对任意的 m e N 有 


Q(S) > Q(K m ) > \ims\ipQ nj {Km) = limsupP^d ) 彡 1 — 1/m 

■ 一 


除此之外，对任意的闭集 FCS , 重新利用第五章 


因而， Q ( S ) - 1意味着 P ( S ) 
定理1得到 






limsup ( F ) = limsup Q nj ( F ) ^ Q ( F ) = P ( F ) ? 

3 

时有 Pn 3 今 P _ 


由此可得，在 （ S ， 激 ( S )) 上，当 j 


~^ 00 
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研究任意的距离空间 S 和 S Q = U €潘 ( S )， 这里如 （5) 式中所取的. 

m=l 

这时，对任意的 八有 P a ( S 0 ) = 1. 这样 ， e 八} 是在 a - 紧空间 ( So ,^( S 0 )) 
上一 p 紧的测度族，这里 表-测 度&在涿 ( So ) 上的压缩.根据已经证明的，从 

m { P a UeA 中 p 任意测度序列匕（即 PaJ 可以取出子序列 P ni 使得当 j 

Pnj 4 这里 P 是在 （ S 0 , 潔 ( S 。)） 上的某个（概率）测度， 

类似⑷式中在 （ S ， 潑 ( S )) 上引入测度 P ， 设 


有 


P ( A ) ：= P (^ nSo ), A ^^{ S ). 


注意到 P ( S \ S 0 ) = 0 和 P a ( S \ S 0 ) =0 ,ae A . 因此，对任意的函数 / G C « S ) 和所 

有的 aeA 有 


fdP a 


' f dP 

So S 


fdP = f dP , 


s 


s 


s 


s 


(] 


o 


这里 /| SQ eC b ( S 。). 这样，当 j 

现在证明，如果 S 是带有距离 P 的 Polish 空间，则测度族 { P a } aGA 相对紧 


有 P ni > P . 结论 A 证毕, 


— > 00 


* 


是胎紧的 


由第五章引理6可以看出，如果对任意的£^>0可以找到有限个开球 Vs ( ym ) = 

Vn 依赖于^❼使得 


1，…， TV (AT 和 y u y 2 , 


{ xeS : p ( x , y m ) < S }, 


> 1 - £, 对任意的 a G A , 


( 6 ) 


P 


则族 { Pa } a £ A 是胎紧的_ 

说明如果条件 （6) 不满足,则导致与 { P a }aeA 弱相对紧矛盾.由于 S 的可分性, 
对任意 (5 > 0可以找到这个空间的开球复盖 ( y m ) 这里 y m e S,m e N . 不满足 （6) 

式于是存在使得对任意的 nGN , 可以找到测度 Pn (即测度 P an ) ，有 


其中 G = IJ V 5 ( y m ) 


Pn(C n ) < 1 — £：， 


⑺ 


设选取子序列 {nj C N 使得当 W 
度.集 G 是开的，因此根据第五章定理1有 


有 FV # P ， P 是某个在 （ S , 潘 ( S )) 上的测 


P ^ XliminfP ^^), 对每个 j ’ GN . 


注意到 Q C C n ，， 当 Y > j , 考虑到⑺式，得 


P ( C ^) < lim inf P n f { C n f ) < 1 一 e ， 


从而与 lim P ( C )) = P ( S ) = 1 矛盾. 这样结论 B 证毕. □ 
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注 1. 最初的普罗霍洛夫 ( Prokhorov ) 定理是在 Polish 空间中给出测度族相对 

紧的充分必要条件形式.充分性（即测度族的胎紧性保证它的相对紧性）对任意的 

距离空间成立是由 Varadhan 所建立.这个结果的证明不是靠 Ricci - Markov 定理 

(这在前面比 [11] 中较详细的讨论)，而是利用对 a - 紧空间的归纳法，然后对 1 R 00 空 

间，之后对(用黑利 （ E , Helly ) 定理和 Kolmogorov 关于相容分布的定理)，参见 

[2] p,58 〜 62. 


附录 3 

林德伯格-杜布定理的证明 


这 一 节将给出多维林德伯格 ( Lindeberg ) 定理（第五章定理 9) 和杜布 ( Doob ) 定 

理（第五章定理 13) 的证明.除此之外，给出一些关于取值于 fc - 维欧氏空间随机向 
量弱收敛的辅助结果和习题. 


§1* Lindeberg 定理的证明 

A. 根据 （ V .17) 的条件矩阵 B 2 可以看作是对称和非负定的矩阵的，且具有该 
性质的极限.因而，可以研究分布 N (0， B 2 ). 由于第五章定理13只要验证，对每个 

AelR * 当 


时有 


n — ^ oo 


抑"(入）— exp {—( B 2 X , A )/2}, 


( 1 ) 


其中，<•，•〉表示具有欧氏范数 || • || 的内积，表示随机向量&的特征函数. 

的独立性导致对任意的 n G N，A e 有 


随机变量^^ = 1, 




( 入 )= n^ nf 9 (A) 


9s 


因此，先分析一下向量的特征函数的性质. 

利用著名的不等式 


* 


( ia) n ~ l /(n — 1)!| ^ | a | n / n !, a G M , n G N . (2) 


I exp { ia } — 1 — ia — * 

对 n = 2 和 n = 3 运用 （2) 式得到 ' 

_ 

I exp{ia} — 1 — ia + a 2 /2| 彡 min{|a| 2 , |a| 3 }, a G M 


,* — 


再有，对 A，x 有 \( X , x )\ ^ |[ A |[|| a ;||, 由此可以得出 

exp { i ( A , x )} = 1 + i ( X , x ) - { X , x ) 2 /2 -\- g (( X , x }), 


(3) 
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这里 


b( 〈 A ， ;r〉)| < C ( X ) min{||a ； l| 2 , ||a;|| 3 } 


和 


C ( A ) = max {|| A || 2 , || A || 3 } 

,A E R fc W 


(4) 


由 （3) 式，对所有 neN y q = l , 

( A ) = Eexp { i ( A ,^ g )} = 1 - ^( Bl q X , X ) + Bg (( X ^ n ^ q )) = 1 + ^ n , g ( A ); (5) 

由于⑷式 Eg (( X ,^ g )) 是存在的，并且考虑到 


， m 


» « * 




rt〆/ 


E 〈入 ， = Ef n ， g 〉 二0， 

k 

E(A,Cn, g ) 2 = E = (Bl q X, X) 


对固定的 XeR k 验证， \ z n ^ q {\)\ < 1/2 对所有足够大的 n 和任意的 q = l ，， 

对矩阵 A = ( a ij ) i ， j=l 


， 讯 nr 


♦ * 


设 ||4|| 是它的范数，就是线性算子范数，即 || A || 


k 


|| Ax ||. 若 A 是协方差矩阵，有 


sup 

|| x || = l 


\\ A \\ Kc ^ TrA , 

{ k ) > 0, 这里 TV 是 矩阵的迹， 即它的对角线元素之和.因此 

|| 砥 J | lA | j 2 < cTV 说 J | A |1 

和任意的£： > 0有 

EUI 2 = E|U 2 lu< e } + E|U 2 lu >e } ^£ 2 +^f n (e), 


其中 


c = c 


2 


⑹ 


对 n G N,g = 1, * 


,m n 


2 


TrB 


n,q 


这里 Lindeberg 函数 




2 


ll > £ } 


g=l 


考虑到 Lindeberg 条件 （ V.18), 可以看出满足“渐近无穷小”条件 


时 


2 


0,当 


⑺ 


TrB 


n — ^ oo 


max 


n，g 


由⑷式〜 (7) 式得到 


2 


N (〈 a ， w 〉）|< c ( a ) e 〈入， “〉 


时有 


根据 （7) 式，当 


n — > oo 


⑻ 


之 n，g (入 )1 


0 


max 

l ^ q^m 
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C •对 w G ( C，w _ 0，假设 logw = log | u ?| + iargu ?, 这里 0 彡 argu ; < 27 T , 众所周 

知，对 2 G C 有 


log(l + 2) = 2 + h(z), 其中 |/l ㈤ I < | z | 2 ， 当 |之| < 1/2 时 

I 

因此，对任意的 n 和某个 AT(A ， n) G Z 有 


⑼ 


lo g^s n (A) = flog 作 


(A) + 27riN(X, n) 


( 10 ) 


n 


由于 （8) 式 〜 (10) 式，对所有足够大的 n 有 


!og W = [ 〜 ( 入 )+ "(〜，#))+ 2iriN{X,n) 


( 11 ) 


9=1 


又由于⑸式,有 


E ^,( A ) 


q—l 

因为砥= E Bl q , 考虑到⑷式,于是,对所有的0 < e < 1有 


( 12 ) 


2 


^=1 


E|5( 〈 A ，《 n ， g〉)| < E|p( 〈 A ， 彡 e } + E|5 r ({A, ^n,q})|l{||4 Tlj(? ||>e} 

^ C W ( E U| 3l UI<e} + E lkn,g|| 2 l{||e ri) Ji> £ }) - 


(13) 


显然有 


E | U 3 1 


2 


2 


OEIU 

由 （ I 3 ) 式 ，（ I 4 ) 式, Lindeberg 条件 ( V .18) 和关系式， 


(14) 


= eTrS 


{ I ! 


0 = 1 


2 


2 


TVS 2 ， 当 


时 


=TrB 


n —> 00 


n，g 


得到 


Y ] EW ( A ^ n ) ,))|^0, 当 


时 


(15) 


n —> cx) 


g=i 


因为，当 


时有 


n —> oo 


(^A,A)^{5 2 A,A> ? 


(16) 


根据 （12) 式 ，（15) 式得到 


z n , q {^) 

0 = 1 


一 入〉，当 


时， 


(17) 


n — ^ 00 


2 
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时有 


注意,对所有足够大的 n ， 当 


71 — 00 


n 


0=1 tJ=l 


2 


^ 2y^[{Bl q \X) 2 /A^{£g{(\U q ))) 2 } 


q=l 


2 




\(Bl q \X)\{B 2 n X,X)^ ME E|5( 〈入， ^n,q))\ 


0, 




max 

2 1 


9=1 


这里,第一个 不等式 是根据 （ 9 ) 式,第二个不等式是由在⑹式中 z n > q ( X ) 的定义.暈 
后， 由关系式 ⑼，⑺ , (16) 和 （ IS) 保证其趋于零. 

' 时得出 


由 （11) 式 ,(16) 式，当 


n — ^ 00 


e - l /2{ B 2 A , A > 


log ^ s TT ,( A ) 




( A ) 


e 


— > 




§2. Lindeberg 定理条件的讨论 

事实上，条件 ( V .17) 对给出和的每一项蕴涵着规范.例如，如果从某个 n 开 
始, 丑纟 > 0 ( 对= 1这是自然的要求，意味着对第 n 个序列不是所有项都是退化 

的),则设 Cn ， "" 


U 取珣平方根,并且取逆矩阵）对 Zn = E Cm 有 

9=1 


= B : 


Q 


0 Z n ^ D ( B - l S n ) = B ^ DSniB - 1 )* = I 

换句话说，条件 ( V .17) 对量 Cn ， g 依然成立. 

1. 设对任意的 e > 0当 


时有 


n — > 00 


e (iu 

_ 

这里 # = TrB ^ > 0, 而向量是中心化的.试证前面引入的随机向量 Cn ， g 满足 

Lindeberg 条件 ( V .18). 注意，当 fc = 1时, 一 般来说， Lindeberg 定理只是（ I 8 )式唯 

一的条件就保证标准化；的和收敛到 N (0,1). 

■ 

2. 试验证,如果 { X jy j G N } 是空间 E fc 中具有中值为 0 和协方差阵 B 2 的独立 

同分布随机向量序列，则当 


2 


(18) 


— 2 


0, 


a 


{ |1€ 几 ，。II > £Cr T 7 - 


时有 


n — ^ oo 


J2 x j ^ M(0 ， S 2 ), 

j=i 

. 试解释，为什么 Lyapunov 条件: 对某个 s € (2 ? 3] 当 


- 1/2 


n 


时有 


n — oo 


Ln，s = 〉: ^ ll ^ n , j | 


0, 
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会导致 Lindeberg 条件， 

介绍下面很有意义的一个 结果： 

引理 1 . 设独立中心化随机向量 €n ， g, 1 < 5 < 
Lindeberg 条件 （ V_ 18 )， 如果 


GN 序列（对每个 n ), 满足 




( 19 ) 


这里 y 是某个随机向量，则 (v.i 7 ) 成立并且 y 〜 n(o,b 2 ) 


证 . 设对某个 i e { 1 ， … ， A;}, 序列 { 必 气 n > 1 } 没有极限，这里 ) 是协方 
差矩阵的第 i 行第 j 列的元素 . 如果序列 {b^ iy } 无界 , 则对某个子序列 {n '} 当 

时有 6 巧 — oo. 

根据第五章定理 2 , 向量的弱收敛导致子向量（由已知向量固定坐标组成）的弱 
收敛，因此，当 


n f 


— 00 


时有 


'y ⑴， 


( 20 ) 


这里上标 i 表示是向量的第 i 坐标 

可以相信，当 


时有 


(i y i ) 级 


( i ) 


_，1)， 


( 21 ) 


WV ^ 


因为对中心化的随机变量 
事实上，对所有足够大的 < 量彡 1 ，这时，对任意的 e > 0 当 Y 


， m n ，n G N 满足 Lindeberg 条件 : 


，<? = 1 


时有 


1 MfV n f / 

E (^nlql 2 1 


E E (u 


0, 








Mk = i 利用了下面简单的事实 . 

4 . 如果在妒中心之 C 而数列 {Cn} n 6 N 有 


0 则 C n Cn ^ 0(n oo) 




时 1 /# 


0 , 则可以看出同时满足 （ 20 ) 式和 （ 21 ) 式是不 


因为当 n' 

可能的 . 导致矛盾，因而序列 {b^\n^l} 不可能无界 . 

如果序列 {b^} 有界，但无极限 , 则可以找到子序列 {n'} 和 {n 〃}, 使得 
6 , 和 6 % — 并且 V # 6 〃 这时，由于第五章定理 9 , 有 S 


— oo 


— > 




⑴迓 


⑽， ?/) 和 s 

N( 0 ,b"). 但是由于弱收敛的极限是唯一的（第五章引理 1 ) 这是不可能的.这样就证 
明了，对每一个 i = 1 ,… ， A: 序列有极限 . 


ti 


Schwarz 不等式 \b^ j) \ < 必％ ¥\ 因此,前面 

讨论的告诉我们，对任意的 i 爹 j(i，j e { 1 ，... ^}),^}^ 有界.研究二维向量 

(si ： \s { n j) ) 如果假设对无论什么必，气当 


根据 Cauchy — Bunyakovskii — 


时对任意的 i 一 j 不存在极限，贝 ！1 
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同样导致与第五章引理 i 矛盾（由已知向量部分坐标组成的向量同样满足 

Lindeberg 条件). 

这样,定理的条件导致关系式 （ V .17). 由于第五章定理8,有 y ■〜 N (0, B 2 ). □ 
5. 试举例说明，（对 A : = 1) 如果独立中心化向量序列满足中心极限定理，即有 

(19) 式， F 〜 N (0, 丑 2 )，但不满足 Lindeberg 条件，则关系式 （ V .17) 不 一 定正确. 

§3. 下面的结果解释，对中心极限定理的成立， Lindeberg 条件 必要性 意义的 


所在 


定理1 (费勤 （ Feller )) •设 &， 9 ,1 < g < m n ,n € N , 是在妒中满足条件 
( V .17) 的独立(在第 n 序列中）中心化向量.如果中心极限定理成立，即有关系式 
( V .19), 且同时，满足条兮（ 7 )，则 Lindeberg 条件 ( V .18) 成立.这样，上述序列满足 
Lindeberg 条件等价于中心极限定理和公式（ 7 )中和的各项具有 “ 漸近无穷小”条件 
同时成立. 

对沃= 1) 一维的情况在 [85; 第1卷, p .427] 中有更广泛意义下定理的证明.可 

是下面的习题起着关键的作用. 

设€是中具有协方差寧阵 C 的中心化的随机向量.这时,对任意的 s >0 
有下面的不等式 成立： 


* 


E (ll^| 2l {|ieil> £ }) ^ £ 2 (^(A) - 1 - (CA,A)/2), 

_ 

这里#是$的特征函数，且 A = A ⑷= (()，.♦.， v ^ A , …， p ) e R fc , 而唯一不等于零 
A 的坐标是指标 jo = jo ^使得 

§4. Doob 定理的证明（第五章定理 I 4 ) 

还要有一些辅助的结果.引入取 值于妒 随机向量 ^,,(1 彡9 e N ) 具有 

“无穷小”条件:当 


明 1 復11>4) 




时有 


( 22 ) 




max 
1 ⑺ 


对独立（对每个 n ) 随机向量序列 Cn 小 具有条件（ 22 )式等价于，对每 


引理 




时有 


个 e > 0当 


J2mn, q \\>e) 


(23) 


0. 


- ¥ 


证.对任意£ > 0和所有的 n G N 有 


IUI > e p(IUI > 

】 0=1 


(24) 


P(li^ll>^)<P 


l ^ q^m 




304 ‘ 


随机过程论 


从而，由 （23) 式导出 （22) 式 

由于匕， 


独立的 


1， 




，m 




• • 


殳， 


71 


n(i — p ( u ^ j > e )) 

7=1 

0,则 


> 


P 


1 — 


max 

l ^ q<m 


£ 




注意到，对 


e N ， 如果 


€ R ， 1 ( q ( m 


a 


，n 


max a 


n,q 




n ( i+a 。 — 1 分 e 

7=1 0 = 1 


0 (n oo ) 


a 


n y q 


因此由 （22) 式得出 （23) 式 .口 

' 引理 3. 设对独立随机向量序列满足条件（ 22 )且设对一些常数 c > 0有 

U < C a.s.，g = 1, 

■ 

这时， 中心化 随机向量序列 77 n，g = € n，g - E $ n ， g ， 1 彡 g 彡 m n ,n 6 N 满足 Lindeberg 条 

件 （ V _17). 


， m n ，n 6 N . 


(25) 


证.对任意的 p > 0,考虑到 （25) 式有 


|| E ( n ， g | < " + 


p (u > "), 


max 

l ^ q^m 


c max 

I 

l ^ q^m 


由此可得，当 


时有 


n — > oo 


||Ef n ，g — 0. 

根据引理2,同时由于 （25) 式和 （26) 式,对每个£ > 0和所有足够大的 n 有 


(26) 


max 

l ^ q^m 


E E (II^II 2 1{||^||> £ })< ㈤ 2 Ep(IUI >e/2) 

0=1 0=1 


0 (n —^ oo ). □ (27) 


― ^ 


引理 4 . 设取值于 R fc 的独立（对每个 n ) 随机向量序列 ^ n?(? (l m n ,n e N ) 

满足条件 (22). 如果具有关系式（19)，则有某个向量 a 和某个矩阵 B 2 有 r 〜 
N (0, B 2 ). 


证•设？ 


其中 c 〉0，由条件（ 22 )得至(1，对每个 c > 0，当 




n，g 


时有 


n — ^ cx ) 


p 




0, 


Q = 1 


时有 E?n， g - N(a ， 炉 ) 

a —1 


因此只需要验证，当 

S = R 和 y = 0). 


，正如下面的习题所示（当 


71—^00 
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7 .设 C ， Cn ， r?n，n e N 是在⑴ ，多， P) 上取值于可分距离向量空间 （ S,p) 的随机 

元.假设当 

时有 piVn ^ y ) 0)- 则当 

这样，回到^^上,很容易看出，给出的向量对某些 c ~> 0满足条件 (25). 

利用非常有用的 对称化方法, 也 就是： 研究 对称向 量匕， Q == 其中 

Law(‘J = Law (0 Law (^ n?Q ), 


P 


时有 & ' C 和如二 y ， 其中点 y e S { r] n 


意味着当 


n —^ oo 


— ^ 


y 


n — oo 


时有 Cn + Vu & C + y 


n —^ Co 




y . 其中 


时有 s 


是独立的 （n e N ). 于是当 


且 ^ < Q < 

見， P 是心和 Y 的对称向量.这样对任意的 e >0 有 


n — oo 


m 


P(UI>4(2P(U>e/2) 
根据引理2,可以看出^^同样满足“无穷小”条 件：当 


时有 


71^00 


P 


\^n 


a 


max 




因此，根据引理 3 (考虑到， a . s . ||^,|| < 2 c ) 对它们来说同样成立 Lindeberg 条件: 对 

每个 e > 0 ,当 


时有 


71^00 


S E (IUl 2l {ll^ll>e} 


0 


因为向量是中心化的，则根据引理1存在 lim DS n , 其中 DS n 是的协方差 

^ n—^oo 

矩阵， 注意， D§ n = 2 DS n . 因此，存在 lim DS n = S 

n— 

这时根据引理 3 和第五章定理 9, 当 

_ 

现在利用下面的结果. 

I 

8 •设 Cn ' < 和 C + ‘ 


2 


© 


时有— E 5 


N (0, B 2 ) 


n oo 


,这里 CnX ， 7 ? 是中随机向量 （n e N ). 这时， 
(由于习题 7, 这时 C + ain ). 于是这样存在也就是证 






存在 lim 

n—►o 

明了引理 .口 

现在就不难证明 Doob 定理了.设0 彡 s < t < oo , 将区间 [ s ， t ] 用点 k，fc 


fln = a 


， n ， 分割，显然，不-尤 =XI fn ， fc ， 这里 fn，fc = X ( t n ^ k ) 


+ k(t — s )/ n , k = 0, 

XU 轨道的连续性导致 （ a . s .) X 在 [ M ] 的一致连 续性. 因此，当 




s 


fc=l 


时 


n — oo 


有 


a . s . 


( 28 ) 


1 U 卜 

除此之外，由于 X 的独立增量，可以看出对每个 n^ n , q ,l < q < n 是独立的.注意 
到,对所有的 n e N 有 


0 


max 

l ^ q^n 


0=1 


L ^ w ( X t - X s ). 


Law 


,<i 
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因此，借助于 （28) 式由引理4得到向量 X t — X s 是正态的，从而由于过程 X 是独 
立增量的,所以 y = { r t ^ x t ~ x 0 , t ^ o } 是高斯过程. 

为了证明 Doob 定理，设 


M , = E (&- Xo ) 和 G t = D ( X t - Xo ) 


(因为 - X 0 是高斯向量，所以存在各阶矩).这时，显然，对0彡 s < f < oo 有 
B ( X t - X s ) = M t - M s , 而由于过程 X 增量的独立性，得到 D ( X t - X s ) = G t - G s . 
此外，还需要一个习题. 


时有 Cn 么 C 其中 Cn , C 是妒中的随机向量，且 Cfc 〜 N ( a n , C n ) 

和 lim C n = C (按照每个元素)，且 N ( a , C ). 

R fc 2 是连续的. Doob 定理证毕. □ 

推论 1,如果在第五章定理14的条件中，量 X 0 有退化分布，则过程 X = 
{ X u t > 0} 本身是高斯的.如果过程 X 对 t e [ a ,6] 满足第五章定理14的条件， 
则对过程 {!； = 不 - X a ,t e [ a ,6]} 该结论成立 • 


设当 


试证，这时存在 lim 

r — 

由此可得，函数 


O/^n 0/ 


和 G : R 


注 1. 在书 [50] 中，对实独立随机变量= 1，…， m n ) 研究了当 n->oo 

m n ， 

时，和 S n =乙“ 的分布弱收敛性.它是在和的各项满足比 （22) 式较弱的“和的 
各项一致无穷小”条件，即对每个 e > 0当 


时有 


n — ^ ex ) 


P(U>e) 


(29) 


0 


max 

l^q^m 




.这样，在 （29) 式条件下,&所有极限分布的类与无穷可分分布类相重合（包含 
正态分布).在 [50; 第四章]中可以找到；收敛到给定的无穷可分分布的充分必要 
条件.在没有任何一种关于和的各项无穷小条件,来研究独立随机变量和可以在小册 

子 [27 j 中找到.在 [157] 中研究了取值于 Banach 空间随机元和的行为. 


附录 4 

博赫纳-辛 钦定锂 的证明 


如果 R (0) = 0则对 t e R , R ( t ) = 0 且当满足 G 三0时，有 （ VII .36). 因此今后 
设⑼# 0. 由于第七章推论3,函数丑== 丑⑷在 R 上是连续的， 

A . 首先假设， i ? G L l ( R ) = L 1 ( R ,^( R ), mes ), 其中 mes 是 Lebesgue 测度，现证， 


+oo 


R ( t)dt ^ 0 


( 1 ) 


—oo 


由于函数 i ? 的非负性和连续性对所有的 iV > 0得到 


n — 1 


2 


N 


N 


N 


E 聊 d )) 


( 2 ) 


R(t — s)dtds 


lim 


彡 0 






n 


-N J-N 


(这里借助了积分可以作为和的极限，该和是由组成正方形 [- N , N ] 2 划分为等边长 
为 N/n 的小正方形，且在区间上选取任意点，即 ^ n) € [ kN / n , ( kl ) N / n],k = 

.. ，几 -1). 

经过变量替换 f - 

皆 

N — oo 时有 


- n , 


s ) 

d ( u ， v ) 


)当 


雅可比 ( Jacobi ) 行列式 


— t H ™ s x ) 


s 


2 


N 


N 


R(t _ s^dtds 


2 N 


-N J-N 


u+2N 


疒 27V 广 2iV_ u 疒 u /* 

/ duR ( u ) dv + I duR ( u ) 

J0 Ju-2N J-2N J-u — 2N 


0 


dv 


4 N 


2N 


U 


R ( u)du 


1 


2 N 


+oo 


——OO 


u 


(3) 


l (- 2JV ， 2iV ) ( u ) R ( u)du 


R ( u)du 


2 N 


— OO 


— OO 
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根据 Lebesgue 控制收敛定理 （ i ? e L l ( R )) 保证在 （3) 式中的极限过渡.这样，由 '(2) 
式和 （3) 式得出⑴式. 


B . 设 


■■OO 


— itx 


f ( x ) 


R ( t ) dt , x eR . 

因为 i ? e L ^ M ), 所以 / 是 R 上的有界连续函数.根据第二章定理4,非负定函 
数 i ? = R ( t ), 其中 f e R , 可以看作某个取复数值中心化过程 X = {X ⑴， i e R } 的 

相关函数.注意,对任意的 X e 如果丑 ⑴= M 

1 

R(s — t ) , 


⑷ 


2丌 




— isx 


X ( s ) e ~ itx X { t ) 


Ee 


因此， 


R { t ) 是中心化平稳过程 
e ~ itx R { t )\ = | i ? ⑷ |. 从而,对任意的 x € M 有 f ( x ) ^ 0. 

C - 证对所有的 t e M 有 


—itx 


X ( t ) 的相关函数（注意 BX { t ) = 0), 且 


— itx 


\ R ( t )\^ R (0) 

显然， i ?(0) = E | X (0)| 2 ^ 0. 此外，根据 Cauchy - Bunyakovskii 不等式有 | i ? ⑴| ^ 

||X(0||||X(0)|| (其中 || . || 是 L 2 ⑴，多， P) 中的范 数)， 但是 \\ X ( t )\\ 2 = EX ( t ) X ^) 

_ 

R (0), tGR . 因此 （ 5) 式 成立、 

D . 研究在 L 2 ( R ) = L 2 ( R ， 潘 ( R )， mes ) 中的 Fourier 变换 


⑸ 




itx 


m ( t ) 


h ( x)dx 


众所周知，（参见，例如，[ 6 0;第2卷， p , 2 0])， P 将 L 2 ( R ) -映射到 L 2 ( R )， 且对几 

乎所有的 z ( 依 Lebesgue 测度）有 


— itx 


h ( x ) = 


F [ h ]( t)dt 


2丌 


M h,g eL 2 ( R ) Parseval 不等式成立 


2 tt 〈/ i ，5〉= ，尸 [ g ]〉， 


( 6 ) 


其中 <_，•> 是 L 2 ( R ) 中的内积. 

函数 i ? € L 2 ( R )， 因为 i ? e L 1 ^) 和 （5) 式成立.因此，几乎所有的（依 Lebesgue 


测度）有 


+OQ 


it 


X f ( x)dx 

E . 验证，对 所有的 t e R 最后的等式成立.这只需要验证 / G L ^ R ). 利用随机 
变量4 〜 N (0， e 2 )， e >0 的特征函数是已知的（参见（11.7)，当 n = l ), 根据 （6) 式有 


R { t ) = 


⑺ 


e 


t 2 

2^ 


( 


e 


f ( x)dx = 


R { t)dt 


⑻ 


\/27r 
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0时 （8) 式右半部边趋于 i ?(0)， 因为 e ~^/( eV 2 ^) 是 


由于函 数开的 连续性，当 
J -型函数族（对变量沐根据单调类收敛定理，得 


s — 


⑼ 


f ( x)dx = R (0) 


函数 i ? 在整个数轴上连续，因为/ e ^( R ), 所以公式 （7) 右半部.同样是连续 
的.因此,对每个 i R 等式 （7) 成立. 

F . 设及不一定属于 L^R). 研究在 L l (R) 中函数 R e (t) = R(t)i 


(eO 


，其中参 

数 ()• 因为艮⑴= Ee it £ ^ R ( t ), 其中$〜 N (0,1), 所以它是连续非负定函数（也是 
因为对每个 e 和 o ； 函数 e ^ Rit ) 是非负定函数).这时,根据已证 R e ( t )/ R (0 ) 是某 
个概率分布的特征函数 ，即 


itx 


fe(x)dx = 1 , f e (x) ^ 0 


f e ( x ) dx ， 


Re(t)/R(0)= 


oo 


但是，如果特征函数点点收敛到一个在 0 点连续的函数，则该极限函数是个特征函 

I a 

数（参见第五章定理 12). 这样, R(t)/R(0) 是特征函数 ，.即 


itx 


R ( t )/ R (0) 


dF ( x ), 


e 




其中 P 是某个分布函数，而表示 ( VII -36) 具有测度 


G ( dX ) = i ?(0) F ( dA ) 

{F{dX) 是由分布函数 F{x) 所确定的测度) .口 

注 1. 第一章定义9引入了在 t 代数 ^{ R n } 上测度 Q 的特征函数. Kol - 

(参见,例如，[ 33 ; 第1卷])将其概念推广成 Banach 空间 B 中 Borel 代 

数上测度 Q 的特征 泛函： 


mogorov 


^ Q (^), x * e B 


沴 0*)= 


IX 


注意，对特征泛函推广的博赫纳 ( Bochner ) -辛钦 ( Khinchin ) 定理，确不是 一 件容易 


的事 


附录 5 

柯尔莫戈洛夫—塞格定理的证明 


介绍对广义平稳过程 X = { x u tez }, 如何将寻求一步的线性预测误差的问题 

转化成经典的函数论的逼近问题- 

第七章定理16的证明分为几个步骤： 

A . 根据预测误差量的定义 6(1) 可以由公式 <5 2 (1) = lim 7 n 找出，其中 


2 


7 n = inf \ X t - y ^ afcXt - fc | ， 


⑴ 


fc — 1 


C 的下确界.，显然， {7nWl 是不增序列 • 


是相对于所有的取值 CH ， 

由于第七章定理5,空间丑( X )和 L 2 ([-7 r ，7 T ], 满([- 7 T ,7 T ])， Q ) 是同构的，其中 Q 

是过程 X 具有的谱测度,且相对于 Lebesgue 测度有密度〃.这时，对每个 teZ 有 




X t ㈠ e %tX , A G [-7 T , 7r ' 


因此，对 /W = 2 ttW , 其中入 e [-7 T ，7 T ] 有 


2 


|6 o + + … + b n e in ^\ 2 f ( X ) d \^ 


( 2 ) 


Xt — 〉: dkXt-k 


2 丌 




这里， b 0 = l ， b k 

从而， 


— afc ， fe = 1， 




(3) 


h(X)f(X)dXj=mf{A(hf )} 1 

这里对所有的函数 / i ( A ) = | P ( e iA )| 2 取下确界，其中 P = 户⑻是任意的多项式 

(z e C ), M . P (0) 


J 2 ( l ) = inf 


2tt 


1，而函数 i 的中值 A ( v ) 是在第七章定理 16 叙述前已经定义的 • 
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计算一下公式 （ 3) 的右半部分,假设 

In / € L 1 = 7T ， 7T] ， 溪 ([—7r ， 7T]) ， mes )， 


是 Lebesgue 测度. 

首先假设多项式 p ( z ) 的所有0点位于单位圆 N < 1之外.这时,根据调和函 
数的平均值定理，有 


其中 


mes 


ln(|F(^)| 2 )^ = |lnP(0)| 2 

1 


A(lnh) 


\nh(X)dX = -~ 

2tv 


= 0 , 




2丌 






即 G(h) = exp{i4(ln/i)} = 1. 

如果对非负函数 W = v ( A ), A € [-7 T , 7 r ] 且 v 和 lnv € L 1 , 则由于埃森 ( Esseen ) 不 

等式得到算术平均与几何平均之间的不等式： 


(4) 


A(v) > G(v) 


因为 G(h) = 1 和 In / e L 1 ， 有 


A(hf) ^ G(hf) = G(h)G(f) = G(f) 


(5) 


这样，如果多项式 P ( z ) 的所有 0 点位于单位圆之外，则考虑到 （3) 式得到 

C . 现在研究，当多项式 P ( z ) 的所有0点的模是小于或者是大于 1. 很清楚,有 

\ P ( z )\ 2 = bfl \ z - Zfcl 2 , 其中6 > 0和 Zfc 笋= 1， • • • ， n , 因为 P ⑼=1, 


k=l 


如果存在那样的根以，|&| < 1则可以转向新的多项式 P ( z \ 对它来说，所有的 

根在有 I 別> 1，且这时，对任意的入 e [-7 T ，7 rl 有 |P(e a )| 2 = \ P ( e iX )\ 2 , 而同时有 

_ 

戶⑼= 1. 事实上，如果 z = e u ，| 卻 | < 1则 \ z - z k \ = \ z k \ 2 \ z - zl \ 其中点 S 1 位 
于单位圆之外.从而在这情况下重新得到浐 (1) 会 G(f). 


且在根办当中有 | 以 | = 1•这 

时,对任意小的£ > 0选取同样阶 n 的多项式 P ( e )( z ) , 使得所有的0点？ it , 严格地 
位于单位圆之外（如果 | Zfc | = 1,则取根足够接近〜但是要降 | > 1)，这时有 


D . 最后假设，在所有的根|^| > l ， fc 二1, 


，n 


|/(A)| |P ⑷ (e iA )| 2 — \P(e iX )\ 2 dX<e, 户 ⑼ =1 


⑹ 


2丌 


对函数 /i(A) = \ P ^( e iX )\ 2 进行 （ 5) 式的估计，考虑到 （ 6) 式得出在这情况下有 


^ 2 (1) ^ G(f) 


现证明，如果斤⑴ < 句/)则 In / G 认众所周知，（参见，例如[ 53 ;第2 

卷， p .92]), 对任意的非负的三角多项式（变量 A G [-7 r ,7 r ]) 都可以写成对某个多项式 
P = P ( z ),\ P { e iX )\ 2 的形式.由于这个注以及 Weierstrass 定理说明了，如果相对于 
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所有的在 [-7 T ,7 T ] 上非负连续函数/!且 G(h) = 1 取下确界，则在关系式 (3) 中的量 

(5(1)2 不会改变. 

首先，假设，对所有的 A G [-7 T ，7 T ], 


/(A) > a > 0. 


⑺ 


这时， G(f) ^ a. 对任意的^ > 0 可以找到三角多项式 R(e iX ),X e [-7r ， 7r], 使得对 
r(A) = \R(e iX )\ 2 具有下面估计式：对 A e [-7r,7r],r(A) > a, 


7T 


\r(X)-f(\)\dX<e 


⑻ 


2 丌 


一 7T 


注意，当0 < :r < ^/时有 


In y — In x = In f 1 + - ——- 


y — x 
< -—— . 


x 


x 


因此，由 （ 7) 式和 （ 8) 式得出 lnr GL 1 . 此外， 


丌 


G ( r ) 




£ 


[lnr(A) — ln/(A)]dA > ^ exp 卜卜 • 


⑼ 


= exp 


Gif ) 


2tt 


a 


— 7T 


对函数 h 0 (X)= 


G(r),X e [-7 T , 7 r ] 有 


r W 




( 10 ) 


r 


由于 （ 8) 式有 


"/(A)- r(A) 


£ 


A 


( 11 ) 


d 入 < 1 + 


=1 + 






r(A) 


2 丌 


r 


a 


— 7T 


由 （ 10) 式和 （ 11) 式在满足条件 （ t) 的情况下，得到 5 2 (1) ^ G(f). 

F . 研究去掉条 件⑺.为此，对《>0引入函数/ £ ^)：^/(久)+ (^€[-7^]. 可 
以相信，当 


0+时有 


U ^ ~ > 


G{fa) ^ G(f) 

显然，对任意的 a > 0,有 In/ a e L 1 和 


( 12 ) 


7V 


7T 


\n f(X)d\ ^ / In f a (X)d\. 


(13) 


一 7T 


7T 


对任意的 ^ > 0 假设 B(i/) = (A e [-7r,7r] : /(A) > v}. 类似 （ 9) 式对所有的 a > 0 和 

> 0 找到 


u 


2 na 


\nf(X)d\ ( 


ln/ a (A)dA 


0< 


n 


B{u) 


JB{u) 
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如果 V + a < 1，贝 [J 


ln /( A ) dA + — 


\n f a ( X ) dX ^ 


\ nf a ( X ) dX ^ 


V 


s …) 


s …) 


_丌 


因此，当每个 KG (0,1), W 


limsup / ln / a ( A ) dA < 


In f ( X)dX 


(14) 


B{u) 


由 （13) 式和 （14) 式得出，如果 In / G L 1 则当 


0+ 时有 


(15) 


因为 G ( v ) = exp { A ( lnv )}, 可得性质 (12), 

0 时，用 7 a ㈨ 表示对具有谱密度 / a ( A),A 6 [-7 T , 7 r ] 随机过程 
{ X t ( a),t e Z } 问题 （1) 的解.由公式 （2) 不难看出，对每个 n e N ， 当 a 4 0+ 

时有 7 nW 丄 7 n . 因而，设苻 (1) = lim 7 n ( a ), 对所有的 a > 0得到 

n—^oo 

根据 E . 有 苻⑴彡 G (/ a ). 由 （16) 式和 （12) 式推出 S 2 {1) ^ G ( f ) 

H . 最后设 fiL 1 (即对这个函数的积分不是有限的).这时， 


G . 当 


a > 


(16) 


邓 n/) 


\n f ( X)dX 


(17) 


= —oc, 




因为函数 ( In /( A )) + = ln /( A ) l {/(A) ^ 1} ^ /( A ) 对所有的 A e [-7 r ,7 r ], 且 / 在 [- 7r , 7r ] 

上可积.这样， 


G ( f ) = exp { A ( ln /)} = 0 

对任意的 a > 0有 ln/ a e I 1 ,根据 E . 和 G •有 


J 2 (1 K #(1 K o ( f a ) 


因此,只剩下验证关系式 (12). 在我们所研究的情况（当 In / 《 L 1 ) 关系式 （14) 同样 
成立.因此， 


limsup / ln / a ( A ) d \< / {/( A ) > 0} ln /( A)rfA 


(18) 


o+ 


— 7T 


如果 （18) 式右半部分积分等于 

现在设 （ 18) 式右半部分积分有限.这时，由于 （ 17) 式有 /(A) = 0 ( 和 In/(A) 

) 是在集合 A 上，且该集具有正 Lebesgue 测度. 这样，对所有的0 < a < 1有 


则 （15) 式证明，也就是说 （12) 式成立. 


_ oo, 




—OO 


(In f a ( X ))+ d \^ / (/( A ) + a ) dA < / f ( X ) d \ + 27 ra , 


( ln / a ( A ))_ dA ^ 


In adX = In a \( A ) 


{/( 入 ）=0} 
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当 a — 0+时取极限，由最后的关系式重新得到 （15) 式，也就是说，有 （12) 式.定理 

完全得证 .口 . / 

注.我们建立起条件 In / 《 P 等价于彡 (1) == 0. 由于第七章定理11，从而得到 
了对具有谱密度 g ( f ( X ) = 2 tt 5 ( A ), Ag [- 7 T ，7 r ]) 的平稳过程规则性的准则_ 


附录 6 

布朗运动族的强马氏性的证明 


我们将利用这节的结果于附录 A 是为了得到概率意义下 Dirichlet 问题 
的解.为此，更方便的是利用在初始时刻 f = 0从空间中由不同点出发的布朗 

( Brown ) 运动族.现在我们的主要 目的： 得到这一族强马氏性的变式（定理 2 )，它是 

在第三章§6证明的，对 Wiener 过程的强马氏性推广. 

引入一些必要的符号.设给定标准的 m 维 Brown 运动 W = { W * = ，…， 

W t ( m ))，i > 0} JL 接的任务，即对 > 0和 o ; g D = ( C [0, oo ), R m ) 给定 , W » w ( t ), 
且在 [0, oo ) 上取值于的连续函数空间，赋予在紧集（其中仏= [0， n],n e N ) — 
致收敛的距离 ( V .46). 不难相信 , Borel (7- 代数 ^(<^([0, oo ), E m )) 与这个空间的柱 

集 CT — 代数多相重合. 

_ 

作为在 （ Q , 多）上的测度 P 取自 Brown 运动的分布.注意，有 P ( C o ([0, oo ), 

MT )) = 1,其中 C 0 ([0, oo )， R m ) 是 C ([0, oo ), R m ) 的子空间，它是由所有在0点取值 
为0 e M m 的连续函数所组成. 

与通常一样，认为概率空间 （ n , 多, P ) 是完全的，且 Brown 运动 W 的自然 
代数流 F = 是扩充了 P -0 概率的集合类 

在空间 { n ,^) 上引入一测度族 


§1 


(T — 


( 1 ) 


P X ( C ) := P{C - x ) 


2/0) G C }. 显然， P - P ° 


其中 xgR ' Cg 多，而 C 


{y(.)— 

引理 1. 对每个 ： r G R m ， 过程 W = { W u t ^ 0} 是概率空间 P x ) 上的相 

对于自然 ( J - 代教流 IF , 在对刻 t = 0 从点 a ; e 3 T 1 ■出发的: Brown 运动；且它的轨道 
P x — a . s . 连续和（相对于测度 P 35 ) 有 

1) Wo = X) 


—X 
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2) Wt — 即叭 — W 和見独立，对0 < s <亡； 

3) 对0 彡 s < t 有 W t - 〜 N (0,( t - s ) I ), 其中 J 是 m 阶单位矩阵 

证. 容易看出， Pa 乃是过程= { W t x ,t ^ 0}, 其中 Wf ( a ;) 

6 A 在 a - 代数多上的概率分布.换句话说，对 C €多有 


+ W t (a;) , x G 


=X 


P X ( C ) = P ( W X e C ) 

由在⑼多, P ) 上 Brown 运动 W 的相应性质直接可以得出性质 1),2) 和 3). □ 

§ 2 . 我们还需要关于过程 = '{ W x { t),t > 0 },x € R m 的一系列的辅助性结 
果.首先,研究对测度 P x , xeR m 的积分. 

引理 2. 对有界实随机变量 r 的均值 E^r (相对于测度 P ， 是关于 z e M m 是 
^( R m )|^( R )- 可测函数.特别的，函数对每个 Ae ^ 是关于; r 的可测函数. 


( 2 ) 


证.利用第一章引理6,不难看出，集合1 G 多,对它们来说函数 P ^( A ) 是可测 
的，构成 A - 系级 .用# 表示多中形如 C => { W h eB u …， e S n } 所组成的 

柱集全体，其中詩 e [0, oo ), A 是，中的平行多面体,= 1, 


和 n G N . 这个 

类对交运算是封闭的.根据第六章定理3,过程= {外7> 0} 对任意的 xeU m 
是在空间⑴,多， P ) 上的马氏过程.同时,显然对每个 a ; € R m 3 iS W x 的自然 
代数流与 F 相重合. 


, 71 ： 


» » « 


(7 —— 


第六章例2说明了，过程在（仏多， P ) 上的转移函数由下面公式给出 

exp {，| i -: r | 2 /(26)} 办，当 t > 0, 

I 

当亡= 0， 


— Tfl/Q, 


(27 Tt ) 


P ( x ， t ， B )= 


(3) 


B 


S X ( B ). 

这里 , x e 1 .■丨是 R m 中欧氏范_, 4 是集中于点: r 的狄拉克 ( Dirac ) 

测度.利用公式⑵，( VI . 34 )和⑻式得到根据单调类定理有多= a {^} C 

因为级 C 多，则有多=沒. 

量 y 可以表示成多中的事件示性函数的线性组合的一致极限（参见 (1.4)), 因 
此由第一章引理6可得函数的可测性 .口 


引理 3. 对每个 x e R m ，0 和 B e^(R m ) ^ 

e 

P 工 (Wt e B\^ s ) = P{W s ,t-\s,B) (P^- a - s _)， 

I 

.• ■ 

这里⑷式中右半部分 ; 的转移函数由公式 （ 3 ) 给由 • 


⑷ 


证.考虑到 （4) 式中右半部分 a { W s }\^( R ) 的可测性，仅需要建立，对任惫的 

Ae 有等式 


P x ( Af ]{ W t G B }) = E x P ( W s 1 t - s , B ) l A 


⑻ 
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对满足等式 （5) 多中的集合人构成 A - 系说现验证它包含着一个由下面形式的 
集合所组成的 7 T - 系於 


A ― {W^ G Si， … G B n }， 


这里 < tn < s ， B u …， B n G 涿 ( M m )，neR 

为此，首先要指出的是，如果函数 h : Q ^ R 有界，且多 | 激 ( R )- 可测，则对任 
意的 : re R m ， 有 


⑹ 


E^h(W) = Eh(W x ), 


这里 E 表示相对测度 P = P 0 的积分，事实上当 h = 1 C ， 其中 C €多，由于⑺ 
式它成立,且由于/ I 可以是所说的柱集示性函数线性组合的一致极限，所以性质 （6) 
立刻得出. ' 


由 （6) 式可得，所需验证公式（5)，对所引入的柱集 A 来说,可以改写成 


⑺ 


P(A x f]{W t x e B}) = EP(W^，t - S,B)1 A ^ 

am = {W^ eB u - ,Wl e B n } e \ 因为对每个 o ： e 彡 0}. 是 

时齐马氏过程，且具有转移函 k . (3) 式，所以等式 （7) 成立.根据单调类定理，可得 

= a {^} = W . □ 

对随机向量 V 和实随机变量 Y 设 E v r ：= H(V), 其中 H(x) = E X Y 的形式依 
赖于量八且假设该量对任意的测度 P x , xeR m 是可积的. 

引理4•设灰是引理1中所述的空间 （11, 多， P 1 上的 Brown 运动.对每个 

x eR m , s , u ^0 和所有有界 ^( M w ) -可测函数/有 

E x (f{W s+u )\^ s ) = E w ^f(W u ) (P 

证. 假设在 （4) 式中 s = 0 ，i = w 且对两边取数学期望这时对任意的 

e ^( R m ) 和 ： c g R m 有 


⑻ 


— 8US 


⑼ 


P X (W U eB) = E x P(W 0 ,u y B) = P(x,u,B), 


这里考虑到 Wo = x ，( P ^- a - sO , 

如果 f ( z ) = 1b{z),B e 溪 ( R m ) zeR m , 则由⑷式得出： 

E x (f(W s+u )\^ s ) = P X (W S+U e B\^ s ) = P{W S ,U,B) (P"-a.sO 

■ 

另一方面，考虑到 （9) 式有 


^ x 1b(W u ) = P X (W U eB ) 二 P(x ， u ， S )， 

这样对示性函数 1 证明了公式 （8). —般情况，因为任意的有界实可测函数/可以 
用示性函数线性组合一致逼近，所以由已经证明的可以推出性质 （8) .口 
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§3. 现对 Brown 运动族(与第六章补充相比较).对 s > 0假设 罗彡 s = ⑴, 

t ^ s }. 设对每个 s ^0, xeR m ^ a - 代数 ^ >s 给出概率测度 P s ， x . 

定义 1. 被称作 具有转移函数 (3) 式的 Bmwn 运动族的是在空间 D = C([0,oo), 
R m ) 上的过程灰= { W ( t ), t ^0}, 使得对任意的 s > 0和 x e ^ s } 是 

在空间 (H,^ S ,P^) 上时齐马氏过程（具有转移函数 （3) 式)，且在时刻 s 由 x 点 
出发,换句话说,对任意的满足下面的 条件： 

1°. 对每个 xeR m ^ P S ^ X { W S = x )=, l ； 

2°. 对每个5彡 o ，： z ： eR m *Be 潔 ( R m )，s < f < % P 5 ， 

_ 

h. 

P s ^ x (W t G B\^ [S}U] ) = P{W u ,i -u,Bl 


有 


_ a,s 


其中 淨 


{ W ^ e [ s ， w ]} 


M = 

事实上，这样的一族是很容易构造出的.对 w > 0定义推 移算子^ : n — Q ， 假 


设: 


(心0；)(，）= u；(， + W)， 其中 w G 


( 10 ) 


如果 a c n 则设心 a := {心 

( d u Y ){ cj ) ：= Y {9 u uj )^ e a 对 D 的子集合类 W 定义 e - 1 ^/ — { e^A : Ae ^}. 为 
了简化表示符号，我们将用同一个符号心表示对不同对象具备相同的作用. 


€ A }, 而对定义在 q 上的函数 r(w), 设 


0； 


引理 5* 对所有的 U ^ O 和0彡5彡 t 有 


oz 1 ^ 


( 11 ) 


[s^t] = ^[ s + u ， t + ti ]， 


当 t 


时，设多 [ s ， t ] : = 多^和 ^[ s + u , t + u ] := 多》 S 七 U 

证.由于 （10) 式，对所有的 Q 和 w e D 有 


= OO 


{OvWt){uj) = w t { 0 u uj) = w t {u){^ + u)) = U){t -\ru) = W t+U (ijj) 

对 t; G [s + + u] 和 S e 溪 (M m ) 有 


( 12 ) 


eB} = O-^UJ ： w v ^ u (u；) eB}e Oz l ^ty 

因为 （7- 代数 ^[ S + U ^ u ] 是由集合 {% e B}， 其中 

^[s+u,t^u\ c K x ^\sA' 另 — 方面，对 & e [s ， t ] 和 B e 涿 (R m ) 有 

^ = * ^hiOuOj) G B} = {u : Wh+u(^) ^ -S} ^ ^[s+u,t^-u\ 

根据第一章推论 1 有 


[s + u.t + u ] 所产生，所以 


v e 


多 [ M 】 C ^[ s + u ^ t + u ] 1 


所以引理得证， □ 
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这样，根据引理5,对每个^存在 A €巧0 =:多使得 O ^ A . 现设 

, p «^( C ) := P X { A ), 其中 s 彡0, xeR 

因为 I 对每个 s > 0,将峽射到 Q 上（如果 <7 =? CM , 则4唯一地被确定: 

e s c\ 所以这个定义是具体的.除此之外，因为原像的选取保持集合论中的运算 

关系， pw 是在多> 上的测度._考虑到 （13) 式和引理4,很容易看出性质1°和 2 ° 
是满足的. _ 

注意到 （13) 式，我们用表示我们的时齐 Brown 运动族（具有 

转移函数⑶式的).苒一次 强调: 我们只提到了一个过程 W ， 且釆用不同作法得到 
G - 代数和在它们之上的测度,使得对在任意时刻 s > 0由任意点 z e 的 Brown 

运动得以“给出”相应直观表示的可能. 

定义 2. 具有转移函数 P { x , t , B ) 的时齐马氏族（过程）称作费勒 （ Feller ) 的， 

如果对每个 t >0, xGR m , 有下面的弱收敛：当2： - 

_ 

P ( z , t , •) P { x , t r ) 

这样,这个定义仅仅是和转移函数有关,而与这个族或过程与本身无关，这意味 
着，对任意的 t 彡0和/ e C b ( R m ), S 


(13) 


A 




时有 


(14) 


时 { z , xeR m ) 成立关系式 


Z X 


(15) 


f [ y ) P [ x ， t , dy ) = ( T t f ){ x ). 


f ( y ) P ( z ， t ， dy ) 


( Ttf ){ z ) 


R 


R 


m 


因此，对每个 t > 0， C fc ( R m ) 是算子 T t 的不变子空间 


利用公 式⑶和 Lebesgue 控制收敛定理得到 Brown 族 （ Wt ， 是 


Feller 的 


为了在其他问题中研究 Brown 运动的泛函，还需要强马氏性的不同形式 

(参见后面的 §6). 首先，将引理4推广到较“丰富”的 a - 代数見+ = H 見 + e 上* 

€>0 

对每个; r e R m , 所有的彡 0 和 / e C {,( E m ), pz— a . s . 有 

E x (f(W s+u )\^ s+ ) = E Wa f(W u ) 

证.由于⑻式，对所有的 s , u 彡 

E"(/(^ +u+£ )|^ +£ ) = E w ^(W u ). 

考虑 到 w = { W u t ^0} 轨道的连续性和第四章定理 le (可用 ^丨0代替£丨0)，得 
到，当 u 0时 ， P 


4. 


引理 


(16) 


> 0和 / e C b ( R m ) P x -^ 有 




有 


— a.s 


E X (f(^s+u + e)\^s + e) ^ E X (f(W s+u )\^ s+ ) 
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注意，在⑻，多, P 1 上过程呢= { W u t ^0} 是具有转移函数 （3) 式的马氏的，有 

f ( y ) P ( x ， u ， dy ) = ( T u f )( x ). 


^ x f { Wu ) = 


M 


Til 


由于对每个 x G IR m Brown 族的 Feller 性， 当 


时有 


z ^ x 


EVTO — ^ x f ( Wu ) 


因此，对所有的 ujen ,^ ei 0 时有 


E w ^ f ( W u )^ E w ^ f { W u ). □ 

马氏性推广的下一步是由 （16) 式中的 (7 - 代数忒 + 过渡到所要用.的由相对于 
代数流 (^ s +) s ^0 的停时 T 所产生的 a - 代数.正是 

= {^4 C ^ : Af]{r < t} e 多 *+， 对任意的 t 彡 0}. 

今后，将假设 Wr 和 ^ +r , 其中 w > 0, 在集合 { ueQ : t ( u ) 


a — 


} 上在 M m 中等 


oo 


于0 


定理 1. 设对所有的 r 有 P x (t < oo ) = 1,其中 t 是相对于 a — 代数 

^ 0和任意有界函数/ : 1 R 


流 (^ t +) t ^ o 的 停时. 这时对每个 x eR 

潘 (R m )| 潘 (R)，P 


艮/ ^ 




有 


— a.s 


E x ( f ( W r+u )\^ r+ ) = E w ^ f ( W u ) 


(17) 


([2V] + 1)2 - 'n e N， 其中 [•] 是数的整数部分. M 鍊, 


证.引入有界停时 

时对所有的 w e n 有 r n (cj) I t { lo ). 此夕卜，对任意的 n e, N，T n 是相对于 


Tn 




当 


代数流的停时（参见第四章引理7的证明)， 

证明对每个： reM m ， neN ， u >0 和 / G C b ( R m ), P x ~ a . s . 有 


(7 — 


E x (f(W Tn+u )\^ Tn+ ) = E w ^ f(W u ) 

(18) 式右半部分是 a{W T „}| 潘 (R)- 可测，因此，多 rT J 溪 (R)- 可测，这意味着 
多^+|涿⑻-可测.因此,只需要验证，对任意的4 e 見 •„+ 有 

En A /(U = E X 1 A E W ^ f(W u ). 

利用引理6,考虑到对所有的 fc，n e N 有 A n { Tn = k 2~ n } e ^ 

Lebesgue 积分的可数可加性,对每个 a; e 得到 


(18) 


，而同时利用 


fc2~ n + 


E x l A f ( W Tn+u ) = J 2 E ^ l An{ 


}/(^ fc 2- n + u ) 


= fc 2 一 


fc=l 


EE " l An{ 


w 


f ( W u ) = E x l A E w ^ f ( W u ) 


E 


fc2 — 


=fc2— n } 


fe=l 
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这样， （18) 式成立，在 （18) 式中取极限.由于 Brown 族的 Feller 性，当 
所有的 o ; € < oo } 有 E w ^ f ( W u ) E w ^ f ( W u ). 根据第四章定理16,当 


时，对 


72 — 00 


有 


时 ， P 


— &* S * 


f ( w r + u )\ f]^ Tri+ y 

n—1 / 


E x ( f ( W Tn+u )\^ Tn+ ) -4 E 


现验证 


多 r + = 「| ^ r n 


(19) 


对任意的 n e N J * ^ T+ C ^ Tri + . 事实上，如果 A G ^ T+ , 则对每个尤彡 0 有 

Af\{r ^ t } e 多奸.这时， Ar \{ r n 彡 0 = Af]{r ^ t } f ]{ r n ^ t } e ^ t+ (考虑到 
{ r n < t } G ^ t + 和对任意的艺彡 0 有 { r n ^ t } C {r ^ t }). 因此，多 V + C f ) 多 V „+. 

相反的包含关系,利用对任意的 t > 0有 


A . G t ^" T + 分 _4门{了 < t } € 多% 


. 设对所有的 neN,A G ^ Tn+ . 这时,，对所有的 n G N 和 O 0有 Af ]{ r n < t } e^ t 


因此， 


乂门卜 < o = A f] U {〜 < o = U ( A nK < t}) e 


这样完成了 （19) 式的证明.进而,对任意的 有界连 续函数/证明了 （17) 式. 

^( R m ) 中集合类 C , 对它来说，当/ = lc 时满足 （17) 式,该类构成 A _ 系，因 
为对任意的闭集 Be , 潔(，), l s 可以看作由满足 （17) 式连续“小帽子型” 函数九 
的不降序列的极限（参见，第三章定理4的证明)，所以该闭集5属于 A - 系.有限个 
闭集的交是闭集,而闭集又可产生激 ( Rm ), 根据单调类定理，关系式 （17) 对/ = l c 
成立，其中 C 是中的任意 Borel M . 如果考虑到有界可测函数/可以表示成 

Borel 集示性函数线性组合的一致性极限,则定理1的证明就完成了 ，口 

_ 

特别是公式 （16) 成立，因为当7■三 s 时，有多 V + =見+代入 （17) 式可得. 

为 了诋明 Brown 族的所谓强 马氏性 （后面的定理 2 )，我们还需要一个辅助性的 


结果 


引理7,设对所有的 ： c G 有 P x (r < oo ) = 1,其中 t 是相对于 a - 代数 
流（多 t+)ao 的停时.这时，对每个 G M m ,任意的 n e N , w fc ^ 0和有界函数 

f k ： R m ^RJ k e k = l ， 


有 


， n，P 


— a.s 


etcMw+w) ，.. f n (w T+u j\^ T+ ) = e w t /i(Wui) 〜 f n (w u j 


( 20 ) 
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1时，由定理1 得出. 验证由 n = 1到 n = 2 ( 类 


似的由 n 到 n + 1), 设固定的0彡糾彡 u 2 •这时 ， P 


有 


— 8 t.S 


E 1/ 1 ( W r + Wl )/ 2 ( W T + W 2 )|^ V + ) = E "( E "(/!(^ r + w J / 2 ( W ； +W2 )|^ (T+UlH )|^ + ) 

' = E "(/ 1 ( W r + w JE "(/ 2 (^ r + u J |^ (T+Ul)+ )|^ T+ ) 

■ 

/2(队 2 ，)|^7~+) 


+Ut 


= E X (MW T+U1 )H 

=E w ^ {h{W Ul )E w ^ h{W U2 - Ul )) 

= E ^(/ i (^ Ul ) E "(/ 2 (^ 2 )[^ 1+ )) 

= E ^/ i (^ J / 2 (^ 2 ). 


最后的等式是由下面的讨论得出的.对任意的 zeR m ^ 

4 


E 1/ 1 (^ 1 ) E 2 (/ 2 ( W n 2 )| A 1+ )) = E Z (MW U1 )MW U2 )). 


在公式 （17) 中，对每个 ； r £ R m ,r = s 作为 E x (f(W s+u )\^ s+ ) 的变形可以取作 
^f(W u ) 对所有的 w e Q . 因此， 


£ z (h(W Ul )£ z (f 2 (W U2 )\^ Ul+ )) 
= E z (E z (f 1 (W Ul )f 2 (W U2 )\^ Ul+ )) 
= E z f 1 (W Ul )f 2 (W U2 ) 






§5. 为了得到附录 6 的基本结果，现在我们作好必要的准备.在随机变量 t G 
[0, oo ) 上引入推移算子.对在 Q 上的映射 Y( uj ), 设对 a ; G 有 


(〜 Y )( o ;) :二 F (〜) u ;)， 


( 21 ) 


其中心 o ; 由 （10) 式所决定. 


} 为 p x -o 测集上设为 R = 0 g R m 和 e r h(w) = 0 (这里 m 

和 n = C ([0, oo ), R m ) .对 Brown 族 （ W t , 卩”咖，托 n 卜来说, 下面的 结果给出了强马 
氏性的公式.不难验证，下面的定理是第三章定理4,它是关于 Wiener 过程强马氏 

性更简单变形. 1 


集{丁 


R 


oo 




定理 2. 破对所有的 X € IR m 有 P^T < OO ) = 1，其中 T 是相对于代数 
流(多 t +) Q 0 的停时，这时对每个 xeR m 和任意有界可测泛函"： 


― > 


有 


E,P 


—a,s 


(e t h(W)\^r+) = E W -h(W) 


(22) 
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证.由于 （21) 式可得（注意，过程 VK 是给出的，且多=涿 ( C ([0, oo)，Rl 

(0 T h ( W .))( io ) = h ( W \9 r { u ) u ))) = h (6 T { u }) uj ) = h ( u )(^ r ( uj ))) = h { W , +r(u;) ). (23) 

d 

根据引理 7 公式 （22) 对 /i = l c 成立，其中柱集 


C = { W tl e B u 


， U £? n }， 




< t n , jBi, B21 • • ■ , B n 6 «^(3R m ), G N. 

根据单调类定理,得到 （22) 式对 /i = : U 成立,其中 A 是多中的任意集合.注 
意，函数（泛函 ） / I 可以用多中事件的示性函数的线性组合来一致逼近.于是就完成 

了定理的证明 .口 

注 1. 性质 （ IV .2) 和的潘⑻―可测性，自然在 （22) 式中可以用 

乂来代替 多 V +. 除此之外，明显，相对于较“痩小”的 a - 代数流 {^ t } t>0 的停时总 
是相对于较“丰富”的 a - 代数流 {^ t +} t ^ o 的停时.公式（ 22 )被推广到 

1 

可测（不一定有界）泛函/ I ，对它来说要对所有的 X e 有 


0^ h < 


4 V • 


^ x \ h { W )\ < 


(24) 


OO 


对此，只需要研究下面形式的有界泛函 


利用对它们已经证明公式 (22), 再考虑到对每个 UJ ⑶当 N 


时有 h N ( u ) 


— 00 


h ( u )) 


对 Brown 运动还有一个强马氏性的有用公式，它包含在下面的习题中. 

_ 

1. 试证，定理1中如果用非负随机变量77 e ^ r + l ^( R ), 且对所有的 
有 P x (rj < 00 ) = 1,来代替常数 u ^ 0, 该定理依然成立.确切地说，对每个 
R m ,P 


m 


e R 


x G 


有 


—— a.s 


(25) 


E x ( f ( W T+v )\^ r+ ) = ( TV )(^ r ), 

其中 ( TV )(^ r ) 应理解为在公式 ( T ^^ z ) = 兩 /); 中用 t = 77M 和 

z = 来代替，而转移函数 P ( Z ^ B ) 由公式⑶给出. 

公式 （ 25) 左半部分是由公式 （ 17) 左半部分用 r? 代替 u 得到的.但是如果在 
公式 （ 17) 右半部分用 r? 代替 u, 取 E w ^ f ( W v ) (即先计算 #) = EVTO ， 然后再取 

< t >( W T )), 则产生，一般来说，是不正确的等式.试验证此事. 


■ 


1) 可以找到随机变量 T a = inf{t ^ 0 : 
W t = a }, 其中 a > 0的分布（对从0点出发的 Brown 运动来说,这个问题解其他两 
种解法是在第三章§10和第五章的补充与习题中). 


例 1. 试验证，借助于 （25) 式（当 
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(i - r ) V 0,其中 t > ()• 这时对所有的 X € M 有 

P%t < oo ) = l , 显然， 7 / G 多 V +| 潘 ( R ), 且对所有的 a : e R 有 P x (rj < 00 ) = 1. 除此之 
外，对 4 = {t < 0 G A + 有 f ( W r + v ) l A = f ( W t ) l A . 因此,根据 （25) 式,对所有的 
e R 和 / = l s , 其中 B G 潘 ( R ) 有 


设在 （25) 式中 


和 


V 


丁 


丁 a 






X 


(26) 


E x l A l B (W t ) = £ x l A (Tn B )(W r ) 


( P x — a . s .) 对每个 ■: r G M 有 


这里左半部分是 P x {t < t , W t eB ). 因为 W T 


=a 


( Tn B )( W r ) = ( Tn B )( a ) = P ( a ， V ， B ) 


进而， （26) 式右半部分等于 


(v- a y 

27和) 


e 


dyP x (du)) = J x (a,t,B) 


P ( a ,7], B ) P x ( duj ) 


{? 7 > 0 } JB 


{r<t} 


对集合 { a ; : T ]( uj ) > 0} 中的每个 a ;， 正态随机变量 KKa ，/?^)) 的密度关于过点 
的垂直线是对称的.因此， 


: a 


J x (a ， t ， B) = J x (a,t ，2 a-B). 


其中 2 a - B 是集合 £? 关于过点 a 的垂直线的反射.这样， 


(27) 


P x (r <t,W t eB) = P x (t <t,W t G 2 a-B). 

Mx<a,B = (- 00 , a) 和 t > 0, 这时 { W ^ > a } C {r < t}, 由于 （27) 式 


P x (r <t,W t <a) = P x (t <t,W t >a) = P x (W t > a ). 


因此，考虑到对所有的 a，:r e IR 有 P x {W t =a)= 0 , 得出 


P x (t <t) = P x (r <t,W t <a) + P x (t <t,W t ^a) 

= P x (t < i , Wt < a ) + P x (r<t,W t > a) 
= 2 P x (W t > a ) = 2 


(女 一 x ) 


dy 


e 


^/27^t 


前面已经假设 a > 0 和 ： c < a . 作为习题有对任意的 a,x G R 结果 成立. □ 


附录 7 

狄利克雷问题的概率解 


§1. 在附录6中所述的多维 Brown 运动的性质给出了在概率意义下经典狄利 
克雷 ( Dirichlet ) 问题解的可能性（参见下面的定理 1). 回顾一下，这个问题的提出. 
在区域 GcR m 上要求找出一个调和 函数仏 使得在区域的边界上与给定的有 
界可测函数/相重合,其中/ G 溪 (9 G )| 溪 ㈤ , 抓是中的闭集. 

换句话说,寻找函数 g = g ( xi , 


) 满足方程 


( 1 ) 


△^ = 0 


且边界条件 


( 2 ) 


g\do = /, 


其中△是 Laplace 算子. 

我们进行一些准备工作.定义 m 维 Brown 运动 W ^ 0} 首出边界 

的时刻 


⑶. 


tqg = inf{i ^0 ： w t e dG} 


正如在附录 6 中所述,在空间9 = C ([0, oo ), R m ), 且具有该空间的 Borel 代 

数多上直接给出的 Brown 运动，与前面 一样， P 是过程 W 的分布, F 是自然 a - 

_ 

代数流.关于概率空间 （ R 多, P ) 和 a - 代数流 F 作了通常性的假设. 

根据第三章定理3,随机变量是关于 a - 代数流的停时.设^ 二 
TdG , 且引入泛函 


⑷ 


1 h(w) = 肌 ). 

不难发现，由于过程 W > 0} 的连续性有 G 沉;.因为 w u 

^ u \ M { dG)^ u c 多和/ e 溪(如 )1 潑 ( R )， 则是有界夕 | 摩 ㈤ -可测泛函- 
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对开集 G 的每一点: c ， 取半径为 R > 中心在 a : 包含在 G 的开球 


Vr(x) = {y : \y-x\ < R}, 


研究球 V ； (x) = {y ： \y-x\^r}, 其中 r < 兄类似 （ 3) 式可以定义 


^dv r (x) = inf{i ^0:W t e dV r (x)}, 


⑸ 


根据第三章定理 3 这个 t 是相对于 a - 代数族{^}^ 0 的停时 

_ ■ 

我们需要在附录 6 的 §5 中引入的推移算子心和 §1 中定义的测度 P x . 

以后假设如果函数 Y ( uj ) 在集合的外部没有定义，则对 o ; 多 D 有 Y ( co )1 d 


以后设 


= ^ dV r ( x ) 


哧 


擎 ■■ 


0 , 


引理 1 . 对每个 X G R m 和任意的 r >0, 使得 [V r (x)] C G, P 


有 


_ 8 US , 


Orf(W,)l D = f{W u )l D 


⑹ 


其中 D = {u < oo }，v 


— T dG,T = T dV r (x) 


+ C 0 ([0,oo);R m ), 其中 X G M m , 注意，对所有的 X eR m ^ 
P x ( n x ) = 1 .从 x 出发的轨道要走出 (9 G —定先走出球 V r ( x ) 的边界.因此，如果 

G Dn %：， 则 Brown 运动轨道的连续性导出不等式 


证.设 D 


X 


U ) 


t ( uj ) < u ( uj ) (< 00) 


⑺ 


注意， 对所有的 U ， t > 0 有 w u {9 t uj) = w u+t (uj). 取任意的 u;GDf]Q x . 对它来 
说，设 t ( uj ) = L 由于 (6.21) 得到等式 


Orf { W u ){ u ) = f { W u { etw ) { e t u )) = f ( W t + Het ^( uj )) 


⑻ 


现在只需要验证，对所研究的点 u ; 有 


t + y { O t uj ) = 


⑼ 


由⑺式有 u ( lu ) > t . 此夕卜，对 s < t 7 W s { u ) G G ? 和 


t + = t -h inf{u ^ 0 : W u {9toj) € dG} 

= t + inf{u ^ 0 : Wt +U (cj) G dG} = inf{s ^ 0 : W s {uS) G 5G} = u(uj). 


这样，关系式 (9) 成立，与 （ 8) 式一起证明了性质 （ 6). □ 
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问题的解 


Dirichlet 


_ 


定理 1. 设区域 G? C R m , 那样，使得对每个 : r e R m 有 


P x (r dG < oo) 


( 10 ) 


这时，对在上有界可测函数 /, 具有边界条件⑺的 Dirichlet 问题 （ 1) 的解存在， 

且以下面 “ 概率”形式的公式给出 、 


g(x) = E x f(W T0G ), xeG[JdG 


( 11 ) 


因为对 xedG^P 


= 0和 Wq = ^，则对所给出的函 


证.设 

Wig 来说,边界条件 （2) 是满足的. 

现验证 ⑴式. 考虑到附录6中的引理3,则 f{W u ) 是有界随机变量（参见，公 
式 （4) 后面的讨论)，可看出由公式 （11) 所定义出的函数〆4是对所有 XGM- W 
界和潔 (R m ) ㈣ (1R)- 可测的. 


口 = r dG 


— 81.S. 1/ 


由于 （10) 式， （6) 式和 （6.22) 式， 对任意的点 x G G ? 有 


^ x f(W u ) = E x 9 r f(W,) = E x E w if(W u ), 


( 12 ) 


这里和以后都要作如下的简化，如果实函数 Y ( u ;) 没有定义在集合 D = { u < oo}Z 

外，则 PT := E^ FId )( 当最后积分存在时)，而 Y 1 D 应该瑝解为在集合 {// < 00} 
上为 Y， 在集合 { 

设 GT = P^^)- 1 是空间 (Q,^, P x ) 上的随机变量 W T 在 dV r (x) 上的分布. 
利用公式 （1.23) 有 


} 上为 0. 


H(y)P x Y^(dy), 


E X H(Y) = 


s 


S,Y e ^\^(S),S e ^(W 1 ) 和丑： S — R， 丑 e 琢 (S)| 涿 (M)， 由 (12) 式和 


Y : Q 

(11) 式得 


― > 


E y f(W u )Q x (dy)= 


9 ( y ) Q x ( dy ) 


(13) 


9{ x ) = 


9V r (x) 


dV^r(x) 


证明引入的分布函数 QZ 在球 dv r ( x ) 上是均勻分布的.考虑到 (6.1) 式和 (6.2) 

式,研究可以仅限制在点 ar = 0. 除此之外，只需要验证（作为简单的习题，试解释), 
对任意正交 m 阶矩阵有 Q°U~ 


Q °. 测度 Q G 17- 1 是在⑼多， P) 上随机变 
注意， U ( w a ) = ( UW ) 0 , 这里 /? = ini{t ^ 

(UW)t e dVr(0)}. 这是由于，在正交变换下向量的欧氏长度保持不变.此外, 

{{UW)ut ^ 0} 依然是空间 (n,^,P) 上的标准 Brown 运动.最后是由于公式 （11,3) 

和 UU， =1， 其中 J 是 m 阶单位矩阵，从而得出. 


量 U(W a ) 的分布，其中 


a 


= T dV r (0) 


0 
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这样，有界可测函数 g : G ^ R , 对每个和任意包含在区域 G 中的球 

V r { x ), 由于 （13) 式满足关系式 


g ( y )/^ r ( dy) J 


(14) 


g(x) 




flr(dV r (x)) 

这里叫是 dV r { x ) 上的 Lebesgue 测度.由表示式 （14) 得出函数 g 是在区域 G 上的 

调和函数，换句话说 , Ap = 0. 为了这个结果 蕞后的 证明，下面将给出的，也是在 [24] 

中所讨论的， 


dV r (_x) 


§3. 给出在区域 G C M m 中是调和函数9的积分条件. 

引理2.设 g { x ) 是有界可测函数,使得对任意的 xeG 和每个球 V r ( x ) c G 满 
足性质 （14). 这时， 函数 g 是在区域 G 上的调和函数. 

证.对任意的 e >0, 研究由下面公式定义在上的光滑函数 


2 


2 


)}， W<e， 


c ( e ) exp { l /(| x | 


—— s 


v £ ( x )= 


\x\ ^ 5 , 

■i 


0, 


其中 ， I _ I 是 R m 中的欧氏范数，选取那样的 C ⑷，使得 


v e ( x)dx = c ( e ) / 5 r exp { l /( r 2 — e 2 )}dr = 1, 


(15) 


M 


0 


这里 ， sv = Srm - iTrWVrXm / 2 ) 是中半择为 r 的球面积.同样，定义函数灸作 
，为函数 P 和％的卷积，即设 


(16) 


v e {x - y ) g { y ) dy y e > 0 ， x e R m , 


9e{x) 


R 


rn 


其中函数 P 认为在区域 G 外补充定义为 0. 很容易看出，对每个 e > 0函数先在 
R m 中无限可微 （& € C °°( R m )). 

设 G ( e ) = {x G G : V £ { x ) C G }, 其中 £ > 0. 每个那样的集合是开集且当£ i 0 
时有 G { e ) 了 即 U G { e ) = G 和 e < ^ 时有 G ^) C G ( s ). 由 （16) 式，考虑到 （15) 

e>0 

式和 （14) 式，对 e >0 和: re G { e ) 找到 


g(x + z ) v £ ( z)dz 


9e(x) = / g{x + z ) v e { z)dz 


W(o) 


R 


)} fi r ( dz)dr 


g(x + z ) exp { l/(r 


= c ( e ) 


— £ 


0 JdV r (0) 


2 )} / 

Ja 


2 


g(x + z ) fi v ( dz)dr 


= c(e) 


exp { l/(r 


— £ 


dV r (0) 


0 


= g ( x ) c ( s ) / 5 r exp { l /( r 2 - e 2 )}dr = g { x ) 


0 
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因此，对 s > 0和： r G G ⑷有分 ㈤ = g £ { x ). 所以对每个£>0^6 C^(G ⑷)，也就 
是说 P G (7°°((?). 

固定任意的 s > 0和 a ; G G ( e ). 对 z 6 V ^.(0), 根据泰勒 （ Taylor ) 公式有 

dg { x ) 1 
dxk 2 


9 2 g { x ) 
dxk dxj 




g (^ + 2 ) = g ( x ) + V 


+ R ( x , z ), 


Zk 




0 时有 


这里，当 


sup R ( x : z ) = o ( s 2 ) 

zev € (0) 


和 e >0 有 


注意，对 = 1， 


, m 


» a 


^kl^eidz^j = 0 , 


Zf^Zj = 0 ， k 


dVe(O), 


dV £ (0) 


因此， 


9{x + z ) ii e { dz ) 


SW = 7 T 


S e 


dV £ (0) 


咖)+去[響 / 

2b e — ox k Jav e { 0 ) ■ 


^ e { dz ) + 


i ?( x , z ) dz . (17) 


Se 


dV £ (0) 


0 时对 : r G G ( s ) 有 


考虑到，当 


R ( x } z)dz = o ( s 2 ) 


Se Jdv e ( 0 ) 


和 


Y1 z j^( dz ) = ~r 


z ^ fi £ ( dz )=— 


m 


肌⑼ j=1 


狀 （ o ) 


由于 （17) 式得出，对 : re G ⑷有 


2 


£ 


Ag ( x ) + o ( e 2 ) = 0 


2m 


由此可得对所有的: r e G 有 Ag = 0 .口 

这样，引理2,因而定理1得证 .口 ' 

§4. 将定理1的证明与下面习题的结果进行有意义的比较. 

1. 试举例说明，有那样的区域使得具有在上边界条件/ = 0的 Dirichlet 

问题 （1) 有无界的解. 

2 . 试证，当 m > 2时，从点 : r G 私⑼\ {0} 出发的 Brown 运动，（以概率 1) 走 

出这个排除中心的球，同时不走进点 0. 进而,在区域 G = {y € : 0 < | y | < r } 上 

Dirichlet 问题 (1),(2) 的有界解将仅由在球面 M = r 上函数/的值所确定. 
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注 1. 如果 G 是 M m 中的有界区域，则条件 （10) 总是满 足的. 这是由于过程 
W 的每个分量满足于重对数律（参见,第三章定理 8). 以后，如果 G 是有界区域，则 
3 G 是紧集，看作是有界闭集.因此,如果对那样的区域 G 函数 ./ 在上连续，则 
它自然而然是有界的.由于附录6中的注1在定理1中的/有界性条件可以要求 

为，对所有的: 


(18) 


nf(W T ,a)\ < 

§5. 研究 Dirichlet 问题解的唯一性. 

定理 2. 设满足定理1的条件.这时，每个具有边界条件（ 2 ),问题 （1) 的有界 
解将由公式 （11) 给出， 


oo 


证.设分是区域 G c 上的有界调和解，且 g\dG = /. 设= {x 6 G : 

y\ > 1/n}. 对 x e G n ，n e 0研究相对于 a - 代数流 (^)^ o 的停 


inf 




g&dG 

时 (3 n { x , t ) = t A T d (G 

V n ( x ) = { yeR m :\ y - x \< n }. 根据对带有 /? = 的 Ito 公式有 


ini{t ^0:W t eM} 对闭集 M C ，而 


其中 


丁 M = 




P 




dg(W s ) 

dx k 


dW ^ + 


(19) 


Ag(W s )ds 


g(W p ) = g(W 0 ) + 




2 


o 


0 


k—1 


因为对 W s eG, 所以 （19) 式中右半部分第二个积分等于 0 

(19) 式两边取数学期望 P 有 


£〜(％) = E 〜 (Wo) = 分 ㈤ 


有 


), 然后再对 n 取极限 （n — oo ) P 


对每个 xeG . Mt 取极限 （t 


— 8US 


— > OC 


WM#)) — di^roa)^ 


由于 Lebesgue 控制收敛定理有 


— E 巧 ( iy T0C )， 

这样就证明了函表示成 （11) 式的形式，即 Dirichlet 问题解的唯一性. □ 

研究在靠近区域 G 边界附近， Dirichlet 问题解的行为. 

对 R m 中开集 G 引入停时. 


* 


= inf{t > 0 : Wt G G }, 其中 G = M m \ 

定义 1. 点 zedG 称作规则的，如果 9 z {vg = 0) = 1. 边界 dG 上的其他点称 

作不规则的（或奇异的) • 




附录 7 狄利克雷问题的概率解 


• 331 ， 


注意，这个规则性的定义在某种意义上是具有局部性，点 2 edG 是规则的当且 
仅当对某个点作为 Gf ] V r ( z ) 的边界上的点是规则的，其中 r 是某个 > 0的常数, 

V r ( z ) = {y ： \y - < rj . 

3. 试证,如果 m -1, 则边界上的任意点是规则的， 

定理 3 ([148; p .145]). 设 m 彡 2 ^ z e 3 G . 这时，下面的条件是等价的： 

1 ) z 是区域 G 的边界沉？上的规 则点； 

2) 对任意的有界连续函数/:次 7 — R 有 lim E x f ( W T9a ) ^ /( z ); 

GBx 1 

3) 对任意的 e >0 有 lim P x ( r dG > e) 

一 _^ 么 

边界上的点是规则的最简单充分性条件是由下面的习题给出 

4. ^ze dG , 可以找到对某个 r .> 0以点2为顶点包含在\ (Gft W ( Z )) 内 

的锥体.这时^是规则点. 

回顾一下，以0点为顶点的锥体是集合 


0 




C ( y ,9) = { xeR m ： ( x y y ) ^ | x | - | 2 /| cos ^}, 其中 y ^ 0 € E m ,6> € [0, tt ]. 

前面条件中所述以 2 点为顶点的锥体的集合是 z ^ C ( y , e ), 其中，2/ # 0和0 G (0, tt ). 
与定理1中条件 （10) 相关的是下面的有趣的习题 

5. ([148; p .253]). 设 i ;( rr ) = P x ( r ^- — oo ). 试证， v ( x ) 是区域 G 上的调和函数， 

如果^是边界上的规则点，则 lim 夕 ㈤ = 0. 特别的，如果任意边界上的点是规则 

GBx—z 

的,则函数 Ai ; + pOr ), 其中 


g ( x ) = E x f ( W r -) l {Tu<oo} , 

对每个 入 eR 是 Dirichlet 问题 （1),(2) 的解.除此之外,这个问题任意的有界觯 
都有上面的形式. 

§7. 下面的两个结果是相对于扩散过程的，一般地说，要比 Brown 运动广. 

预先回顾一下生成元的定义. 

I 

定义 2. 称作在 Banach 空间5上半群 ( T t ) t ^ 0 的生成元（或无穷小算子）的算 

子 A 是如下的形式定 义的： 


Ttf — f 


Af = s - lira 

o + 


定义在那些元素 feS 上， 使得上面的极限（依范数）存在- 


定理 4 ([169; p *95]). 设 X 二 { X u t >0} 是中过程，且为下面随机微分 
方程的解 


(20) 


dX t = b{X t )dt + a{X t )dW u X 0 = xeR m 
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设4是由下面公式给出的半群的生成元 ( T t f ){ x ) = E x f ( X t ), 其中，应该指出的 


是 Xo = x 


这时算子 A 的定义域逆4中包含着 Ci ( R m ) 中的所有函数（有界连续函数，且 
具有有界连续的一阶、；阶导数）且对/ e c b 2 ( R m ) 有 


d 2 f 

dxidxj 


df 


■㈤ 


Af ( x ) = ^ 2 bi ( x ) 




dxi 2 


注 2 . 因为 Brown 运动 W = { W ( t),t > 0} 是方程 = dW < 的解（这里， 

J 是 m 阶单位矩阵)，则定理4指出，对 Brown 运动所对应半群生成元是 

定义在 Cl ( R m ) 中函数的算子是 A / 2 的扩张. 

定理 5 (邓肯 (Dynkin) 公 式). 假设满足前面定理的条件， t 是停时，且 Et < 

oc . 设/是％ 4 中的有界函数，这时，对每个 x eR m # 


6 = 0 , 


(7 




( J : Af ( X s ) ds^j 


E x f ( X r ) = f ( x ) + E 


( 21 ) 


例 1. 设 W = { W { t),t 彡 0} 是 M m ( m 彡 2) 中的 Brown 族.求数学期望 E x r , 
其中 t = ray ; ⑼是 Brown 运动首次走出以0为球心, r 为半径球 （| cc | 彡 r ) 的时刻. 

r An,n G N . 取函数 / e C 6 2 ( R m ), 使得当 |y 
时，由于 （21) 式和注 2 ,M X e F r ⑼有 


时有 /0 z ) = | y | 2 . 这 


设 


< r 


Tn = 


E x f ( W r J ^ f ( x ) + E 


^ f ( W s )ds 


2 


因此， 


^ x f ( W r J = \ x \ 2 + E 


mds 


考虑到，对每个 n e N 有 I < r ， 得到 E x r n < ( r 2 - | x | 2 )/ m . 显然 ， P 

时有 T n T t . 因此，当 


— a . s _ 丁 < oo 


时有 


和当 


B x f ( W Tn )^ E x f ( W T )= r 2 , 


和 


lim E x r n = ( r 2 — | x| 2 )/m 


E 


6 .设: r 《 V r ( 0 ). 试求概率 P x (r < oo ), 其中 r - Brown 运动（在 R m 中 ， m > 2) 

首次到达球 K (0 ),r >0 的 时刻. 

■ 

§8- 讨论 Dirichlet 问题 （1) 〜 ⑵的某些推广. 
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设在 C 2 { R m ) 中给定半椭圆算子 

〉 : a ij( x ) 


d 2 


d 




L 二 _ 


dx? 


dxidxj 


2 




这里的半椭圆性意味着对每个 z € ! R m , 对称矩阵 a = { atj ) 的特征值是 非负的 （而椭 

圆性意味着对每个 x G M m , 对称矩阵 a = ( aij ) 的特征值是正的) • 

对区域 G C R m 和连续函数 f : dG R , 我们类比着对 Dirichlet 问题中的 

Laplace 算子来寻找被称作 L - 调和扩张/，即寻找那样的函数仏使得在 G 中有’ 


( 22 ) 


Lg = 0 


和对所有的“规则”点2 G 有 


(23) 


lim g ( x ) = /(x), 

G^x ^ >z 


概率的 途径” 去解这个问题是：与算子^联系的相应的 m 维扩散过程义= 

彡 0} ,即乃是方程 （20) 解的过程，其中 W = { W u t 彡 0} 是 R m 中的 Brown 

运动,而矩阵 a = ( a i：j ) 那样有 

可以验证,那样过程 X = { X u t ^0} 的生成元 A 在 Cl ) 上与算子 L 相重 

合.因此,类似定理1自然而然地要研究函数. 


U 


aa 


(24) 


g ( x ) = E x f ( Xr dG ) 


且要研究它是否满足关系式 （ 22) 式和 （ 23) 式， 

为了实现这个目的，首先需要关心的是方程（ 2 0)解的存在性，为此，只需要系 

数 6 和 a 对某个 M > 0 满足利普希茨 (Lipschitz) 条件 


(25) 


\ b ( x ) - b ( y ) \ + \ a ( x ) - cr ( y )\ ^ M\x - y |, x,y G M m , 


其中范数 M 意味着既是对向量相应的也是对矩阵.此外，对^的条件可以要求矩 
阵 a 的所有元素是属于 C b 2 ( R m ) 类.为了在（ 24 )式中函数£1有意义，自然而然地要 

假设,对所有的0： € G 有 


(26) 


P x (rdG < oo ) = l , 


•其中 r aG 是过程 X == { X u t ^0} 首次走出区域 G 的边界时刻.（前面对 Brown 运 

动所定义边界上的点的“规则性”，同样也适用于扩散过程 _) 

遗憾的是 ，与 Brown 运动 （当 L = A /2) 的区别是 在一般 情况下 前面所指出的 
途径不能导出问题 （22) 〜 (23) 的解.但是,对这个问题进行一些形式上的改变,前面 
所述的思想可以得到被称作 “ Dirichlet 随机问题”的“概率”解. 
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定义 3. 局部有界可测函数 v 称作在区域 GCR - 上相对于扩散过程 X 、 X - 
调和的，如果对所有的 xeG 和所有有界开集 u <zG，xeU 有 

g{x) = E x g(X Tou ). 

\ 

设/ = /㈤ 是定义在 xedG 上的某个有界可测函数.称函数 2 = g(x),xeG, 
是 “ Dirichlet 随机问题”的解,如果 


是在 (9 上 X - 调和函数 


(27) 


9 


且对工^尸一⑽.有 


lim 9 { X t ) = f ( X TOO ) 


(28) 


t^TOG 


定理 6 ([ l 69 ; p . l 39 ]). 设 / 是区域谷 G 上的有界可测函数，其中 GclR m . 这 
时，存在 “ Dirichlet 随机问题” (27)-(28)的解，它由公式 (24) 给出. “ Dirichlet 随机 

问题”解在下面的意义下是唯一的，即如果 g 是 G 上的有界函数，且满足 （27) 式和 

( 2 8)式，则 g 由公式 （24) 给出. 

_ 

.引 入下面的一个 结果： 在一定的条件下 “Dirichlet 随机问题”的解也是最初 

Dirichlet 问题 （22) 〜 (23) 的解. 

对非负整数 / c 和 a e (0,1]，设 C k + a ( G ) 表示定义在区域 GcR m 上那样实函 
数的全体,它存在直到且包含 fc 阶的偏导，且第 A : 阶导数满足以 a 为指数的赫尔德 
( Holder ) 条件.如同以前一样,假设满足所述的条件，以保证存在方程 （20) 的解，其 
中包含条件 (25). 

定理7 ([169; p .141]). 设 I 是区域上的一致椭圆算子，即对 : r 6 6?所有的 

矩阵 （ c ^( x )) 的特征值都是不等于0的某个正数.设/ 是況？ 上的有界连续函数，使 
得 / G C 2+ a { G ), 对某个 a e (0,1). 这时公式 （24) 给出了 Dirichlet 问题 （22) 〜 (23) 


的解 


Brown 运动和扩散过程可以得到“概率”解，不仅仅是 Dirichlet 问题,而且对许 
多其他偏微分方程理论中的经典问题（柯西 ( Cauchy ) 问题,施特藩 ( Stefan ) 问题等 
等）也如此.引入关于这方面的一个著名结果. 

定理8 (费因曼 （ Feynman )- 卡茨 ( Kac ) 公式).设函数/ G C ^( IR m ) 和 


u ( t , x ) = E x f ( X t )exp 


t > 0, x G M m ， 


其中 Q 是有界连续函数.这时， 


du 


—=An - qu , 


dt 


这里 4 是扩散过程 X = { X t 7 t ^0 } 的生成元 
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关于前面所涉及问题的类、似情况，以及关于研究其他偏微分方程的概率的途径， 

可参见，例如 [5, 95, 148, 169].' 


附录 8 

入桐左 


§1. 在许多有趣的问题中不得不去研究非常小概率事件族.正如在第四章§19 
中所见到的那样，在一定的条件下,初始资本为2/0的资产破产的概率是以指数形式 
很快的衰减（依如).在许多情况里,可以证明，所研究概率的衰减速度（依某个参数) 
为同一幂指数.大偏差述语的产生是与研究独立随机变量和有关系.如果 1^ X 2 ，… 
是中心化的独立同分布随机变量序列，且 .= & + X 2 +…+ X n (n G N), 则被 
称作大偏差的是事件，它是由&偏离0 (即中值）的阶是 n 所组成.而与正态偏 
差有区别，正如其在中心极限定理中所提到的，偏离的阶是现在涉及关于形如 

^ XTl^ , {tSn, ^ 

理（参见,例如， [115]) 告诉我们,在矩的生成函数少⑴= EexpOXi }, 其中 teR — 

定条件下,描述当 

式可以研究 ( l / n )\ ogP { S n /n e F }, 这里闭集 F 是半直线 [ x , oo ). 自然也可以提出 

类似的问题,它是不同于 1/ n 规范化因子的和^落入到集合 BCR 的概率.结果 
将是依赖于规范化因子的选取，和各项的分布以及集合 R 

下面所叙述的对所确定事件概率族的对数渐近性质研究方法，是在泛函极限定 
理的一般理论框架下进 行的： 研究在距离空间中的测度族.在描述渐近性质时,随后 
引入的偏 差函数 （速率）起着关键作用.这样对随机变量和的研究可以用随机过程 
族（当然是规范化的）来代替，同时,我们将指出以 Strassen 公式中的 重对数泛函定 

律是与当 

Wiener 过程.为此,将建立了 Schilder 定理.为证明它，同样要求偏差函数的性质, 
以及关于 m 维 Wiener 过程行为的辅助性结果.作为本章最后部分，简单地研究了 

重对数律的一些其他推广. 

_ 

^ log 表示以自然数为底的对数. 


}， {\ S n \ ^ xn } 的事件，其中 x > 0. 于是，经典的 Cramer 定 


—xn 


时对 x > 0, (1/n) log P { S n ^ xn } 的渐近行为' 其等价形 


0时，过程 {^ W { t),t e [0, T ]} 的概率分布密切联系的，其中 W 是 
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§2. 以后总是假设 S 是具有距离 p 的 Polish 空间 


定义 1. 函数/ : S — [- 00 , + oc ] 称 作在点 x G S 下半连续的， 如果对 S 中任 

有下面的不等式 


时 


意的点序列 { x n } n ^ 1? 当 


liminf /( x n ) ^ f ( x ) 


很容易看出，这个性质等价于关系式 


lim inf f ( y ) =/⑷， 

eiO yeV € (x) 

其中 Vi { x )= 切 e S : p { x , y ) < e },£ > 0. 

称作函数 / : S 

不难验证，函数下半连续的当且仅当对任意的 cgR 集合 {x : f { x ) ^ c } 是闭的. 

定义 2. 函数/ : S — [0, oo ] 称作偏 差函数 (速率函数),如果 

1) I 笋 oo; 

2) 1 下半 连续； 

3) 对任意的 c G [ 0 , 00 ], 集合 { a ; : < c } 是紧集 • 

注意，由 3) 可以得到性质2)，因为传统上它们都在定义之中. 

定义 3. 称作 （ S , 涿 ( S )) 上测度（概率）族 { Pe } e > o 满足 具有偏差函数 i ■的大偏 
差原理，如果 

1°. 对任意的闭集 有 limstipe log P S ( F ) < -1( F )； 

€[0 

对任意的开集 G ， 有 liminf £ logP £ ( G )^ -1( G ), 其中 


[- oo , oo ] 是 下半连续的， 如果它在每一点 x 6 S 上下半连续. 




2 


9 




1( B ) := inf 7( x ), B C S . 


特别的，如果对 J 3 € 潘 ( S ) 有 


inf I ( x ) = inf I ( x ), 

xeB° xG[B] 

这里,妒和问相应的表示集合 B 的内核和闭包，则由1。和 2 。得出，当£：丨0时有 

-i[/(B)+o(l)] 

£ 

这样,如果0 < 1( B ) < oo 则当 u 0时 P £ ( B ) 以指数衰减，形式上可以写成函 
数 GKp {-1( B ) / £}. 

概率测度弱收敛的定义与定义3相近的（参见第五章定理 1). 注意，利用定义 
3的变形,在那里因子 e 的地方可以用速度〃⑷来代替，即某个正函数 r ⑷ — 0,当 

丄0时. 

引入类似测度族密度的概念 ，- 


Pe(B) 


exp 




s 
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定义 4 . 测度族 {PnWl 称作指数胎紧的，如果对任意的 M > 0存在紧集 
K m cS 使得 


lim smp - log P n (S \ K m ) ^ —M 


n 


不难看出，如果测度族 { P n } n ^ i 满足大偏差原理（在定义3中用 1 /n 代替 e , 用 

Pn 代替 Pe ), 则它是指数胎紧的. 

下面两个结果指出，对测度族的大偏差原理与研究确定的函数族#这些测度的 
积分极限行为的联系.第一个所介绍的结果（参见，例如， [115; p .32]) 称作瓦拉特汗 

( Varadhan ) 引理， 

定理1 ( Varadhan ). 设测度族 { P n } n ^ i 满足大偏差原理（具有偏差函数 J ). 
设函数 H : S — R 是连续有上界的.这时，有 


lim — log / e nH { x ) P n { dx ) = sup [ H ( x ) - I ( x )] 


xes 


s 


包含 Varadhan 引理的逆命题的结果有 

定理 2 (布利克 （ Bryc )[10 4 ]). 设测度族 { P „} n y 是指数胎紧的.设对所有的 

He ⑸当 


时有 


n — ^ oo 


J e nH(x) P n (dx) 


A n ( if ) ：= - bg 


A ( H ) e R , 


― > 


n 


这时， { Pn } n ^ l 满足具有偏差函数 J ( X ) 


[ H ( x ) - A { H )] 的大偏差原理 • 


sup 


nec b (S) 


关于在拓扑空间中测度族的大偏差原理，参见，例如， [114]. 

为了引入有实质内容的偏差函数（同时满足大偏差原理的测度族）的例子, 
它们以后将要用到,我们还需要一个简单的结果. 

对 BCS 和 5>0, 设 S 5 表示集合 5 的邻域，即 




{x G S : , p ( x , B ) < J } 这里， p ( x , B ) = ini { p ( x , y ) : y e B } 


B 


引理 1. 如果 J 是偏差函数和 F 是 S 的闭子集，则当 (5 丄0时有 /( F 5 ) —/( P ) 

_ 

证.显然， 


I ( F 5 ) = inf I ( x ) < inf /( x ) = 1( F ), 

x^F 

且函数 J ( F 5 ) 在 [0, oo ] 上不增的.假设 1( F ) < oo . 这时,对任意的 neN 可以找到 

G F 1 卜 使得 I { x n ) < /( F 1 /-) + 1 /n < 1( F ) + 1. 由于定义2的性质 3) 得到序列 
{ x n } n ^ l 属于某个 S 中的紧集 F . 因而，存在 X e y 和子序列 { nA 使得当 j 


Xn 


— > oo 
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因此 liminf /( x n； ) ^ I ( x ). 除此之外，因为 e F 1 ’^ 对 j € N 所 

j — OQ J • 


时有 


Xrr , —^ X. 


x e F . 这样， 


1(F) < I ( x ) ^ liminf I ( x nj ) ^ lipiinW 1 /' 7 *) + l / nj ] 

j—oo J j—oo 

=liminf /(F 5 ) ^ limsup/(F 5 ) (1(F). 


(1) 


510 


5i0 


趋向 00. 这时可以找到 M>0 和序列 { rj } m 使得对所有的 Jf e N 有 I{F 1 ^) < M. 
余下的讨论完全类似在 （1) 式中的估计.引理得证 .口 

§4,在空间 S = C ([0, T ]; R m ) 中引入函数（泛函） 


即对每个 x G F 有 I ( x ) = oo , 假设当 


设 1( F ) = 


n — ^ oo 


00 , 


T 


\( f \ 2 dt , 如果 v ?- 绝对连续函数，且 < p (0) ^ 0, 

其他情况， 

这里， | •丨是中的欧氏范数,=以 1 )⑷，… > ㈣ ( t )), 向量函数 w 的绝对连 
续性意味着，对 te [0， r ]， A ： = l ， 


⑵ 




2 


0 


oo, 


有 


， m 


— W ⑻⑼ + / 中⑻ ( u ) du ,这里 0( fc ) G ^[0, T ]. 


0 


引理 2. 引入的函数/是在 S 上 的偏差函数. 

证.定义3的条件 1) 显然是满足的.验证条件 3) 成立.证明集合 SW = {<pe 

S : I ( cp ) ^ M},M 彡 0 在 S 中是紧集.对 p e SW 和 s,t € [0, T ] 利用 Cauchy - 

Bunyakovskii - Schwarz 不等式有 


( p { u)\du 


-咖） = 


( p ( u ) du \ 彡 


1/2 


\t - s ] 1 / 2 < (2 M\t — sj ) 1 / 2 , 


\( p ( u)\ 2 du 


⑶ 




其中对向量函数的积分,如一般一样，是对每个坐标分量取的积分 • 

因此，对 t e [0, r ] 有 \ ip ( t )\ ^ {2 MT ) 1 / 2 . 这样集合是由一致有界且一致连 

续的函数所组成.根据阿尔泽拉 ( Arzela ) -阿斯科利 ( Ascoli ) 定理在 S 中 5 W 的闭 

.集是紧集.剩下只需要验证*是闭集. 

M eS n eN 引入泛函 


n 


Y1 M kT / n ) - - 1 ) r / n )l 2 ^ 


⑷ 


^ n (^) := 


2 T 


fc=l 
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取闭集 S ⑼= {# e S : p ( o ) = 0}，且假设 


supJ n (c/；), ip e S ( 0 )， 

G S\S ⑼ 

由⑷式得出 G (( p ) = supj n (< p ) 是在 S 上的下半连续函数（如同连续函数的上确 

界)，对 p € S ⑼有 J { cp ) U = G (< p ) 和对 p G S\S ⑼有 J ( ip ) 

S W 上的下半连续函数.这样，对性质 3) 来说只需要验证，在 S 上有 


J (^ p ) ：= 


(5) 


n€N 




因此,显然， j 是在 • 


= 00 , 


⑹ 


首先验证如果 J(W < oo 则 J (㈥ < 00((^ e S ⑼).类似 （3) 式得到 

A ⑹ = 2 T ^ 


kT/n 


ip { u)du 


J(k-l)T/n 

kT/n 




\( p ( u)\ 2 du = I ( ip ), 


⑺ 




2 


(k-l)T/n 


k—1 


因此，有 j {^>) ^ i { ip ) < 

现设 J (^) < oo , 其中 w e S ⑼ ■用 if n {n G N ) 表示逐段线性函数，且节点 

( kT / n , ip { kT / n ))^ k = 0, 

显然， 


oo 


，n 


«• * 


^ 和 ~ JniSPn ) = Ii } pn )^ W G N 

设分 € cj °([ o ， r ]; R m ), 考虑到，当 


⑻ 


W , ( f n 一致收敛到 A 有 


n ^ oo 


〈f ⑴，必 ⑴〉 df = lim 


{<p n (tXty)dt ， 


其中， <•，•〉 是 IT " 中的内积.根据分部积分公式有 


T 


= - lim / ，分 ⑴〉 也 


注意到 （8) 式得到 


1/2 


1/2 


\0n(t)\ 2 dt 


\^ P { t)\ 2 dt 


(ip{f), 屮 (ty)dt ( lim sup 


这里 ， 是空间 L 2 [0, r ] 中的范数，该空间是由取值于且每个坐标分量具有 

_ 

对 Lebesgue 测度平方可积的向量函数（等价类）所组成.这样，在 L 2 [0, T ] 中到处稠 
密的空间 C o °°([0, T ]； R m ) 上产生有界线性泛函 


FW 


化⑴，分⑴〉成 


⑼ 
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它根据哈恩 ( Hahn ) - Banach 定理，保泛地扩张到上（参见;例如， [35; 第四 
章，§4,第三段 ]). 再根据 Riesz 引理（参 见; 例如， [60; 第一卷， p .57]) 存在某个元素 

€ i 2 [ o , r ] 有 


a 


T 






0 


因为 L 2 [0, T ] c L ^ O . T ] 则分部积分，对 4 e cj °([0, r ]； M m ) 得到 


T 


FW 


a ( u ) du , 狀 t ) ) dt , 


( 10 ) 


0 


0 


比较⑼式和 （ io ) 式得出 


a ( u ) du , t G [0, T 


W ⑷ 






0 


因此， p 函数绝对连续和 I (< p ) < 

这样，我们证明了 


oo 


{ cpeS ： l (< f ) < oo } = {(p ： J (^ p ) < oo }. 

集合 ^ = {(/? G S : I ( ip ) < oo } 称作卡麦隆 ( Cameron ) -马丁 ( Martin ) 空间.验 
证对 <p G 夕有 /( v ?) = 

设 c °°([ o ? r ]； M m ), 这时 

Taylor 公式得到 


\(p^(t)\ = Cj < ooj = 1 ? 


因此,利用 


sup 


， m. 


罾 • 


te[o ， T] 


n m 


EE \( p u \ kT / n )- cp u) {(k - l ) T / n )| 

fe=i j=i 


2 


n 


2 T 


k—l 


因为 0 GC ([ O ， T ]; R m ), 贝 IJ 


T 


n 


T 


T \ ip (( k - l ) T / n )\ 


\( p ( t)\ 2 dt < 


2 


( 11 ) 


oo , n ^ oo 


2 


2 n 


o 


fc=l 


由 （5) 式，⑻式和 （11) 式得出，对 peC ^([0， r ];] R m )， yK 0) = 0有 


(12) 


J{if) = I(if) 


如果 P e 夕则对任意的£>0可以找到函数 eC °°([0, T ]； R -), 使得 p ⑷⑼ 


0 




和 


T 




i((p - (p ⑹) 


< £ 


2 


o 
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利用范数的性质（在炉[0，叼中）有 


ij 1 / 2 ( 的 — i i/ 2 (ip {e) )\ < i i/ 2 (<p~ w ⑷）< y /2 , 


(13) 


因此，考虑到⑺式和 （8) 式找到 

i4 /2 ⑼- v e) ) 卜 i^ i/2 (^n) - 1 1/2 (^ £) )\ < I ”、 

= ^n /2 (^-^ (£) ) < 户 /2 (# - P ⑷) 




0 




n 


n 


1/2 


< £ 


由此可见, 


| J " 2 ⑻— J 1 / 2 (<^( 6 ))| < e 1 ^ 2 . 

这样，对义由于 （13) 式， （14) 式给出估计 


(14) 


\1 1/2 (^>) - J 1/2 (<P)\ ^ \1 1/2 (^) - /"V⑷) | + \I 1/2 (<P {€) ) - ， 2 ( 々 ))1 

+| ji / 2 ( 〆 ))- J 1 / 2 ⑻ K 2 e 1/2 ， 

这就证明了 J 和 J 在夕上相重合.引理得证 .口 

§5. 在这一节中，将建立概率空间 ㈨ ，多*， P ) 上 m 维 Weiner 过程 W = { W { t ), 

* 彡 0} 的 一 些性质. 

引理 3 * 对任意的 7 ，v > 0下面不等式成立： 


2 


7 


P sup | iy ( t )| ^71^ 2 mexp 


(15) 


2mv 


t^[ 0 ,v] 


证. 对，引入过程 


(w(t),e)--\d\ 2 t}, t^o 


x e (t) 


exp 




2 


很容易 验证， {X e (t),t^ 0 } 是相对于 Wiener 过程 W 所产生的自然代数流的鞅 
对任意的 A >0有 


sup ( W ( t ),9) ^ 7 

te[o,v] 


P 


\(w(t), 9 )--x 2 \e\ 2 t}^ 


2 


入 7 _ o^ 2 |^l 




sup exp 

te [0 M 


exp 


v 


2 


2 


sup X X e ( t ) > exp ^ 7 - - X 2 \9 

te[o,v] K 1 

设 |0| = 1. 这时,根据第四章推论 5, 最后的概率不超过 

EX xe ( 0 ) 

A 7 —^A 2 t? gA^— ^ A 2 v 


2 


= P 


V 




2 


- A 7 +^A 


v 


彡 e 一 


=e 


e 


附录 8 大偏差 


343 


这里考虑到，在点 A 亡士 处函数 〆 A ) = - A 7 + 达到最小. 

如果 A 表示第 A : 个坐标轴上的单位向量 （/c = 1，... ， m ) 则 


m 


7 




P sup \ W ( t )\ ^ 7 

\te[oM 


sup \( W ( t ),9 k ) \ ^ 

te[QM 


7 


^ 2 m sup P I sup ( W ( t )^9) ^ 

te[o,v] 




0: j 0| = l 


2 


彡 2 me 




2 m xj 


引理 4 . 设确定性向量函数这时， 


T 


T 


{ a ( u ), dW ( u )) = { a ( T ), W ( T ))- 


(a(u), W(u))du 

证.显然,只需要研究执 =：1 的情况.由于第八章引理4有 

TL — 1 

a{u)dW{u) = 1 丄 m. 


(16) 


o 


o 


T 


a ( t k )( W ( t k + l )- W ( t k )), 


(17) 


o 


fe =0 


其中，点 h = kT / n , fc = 0, 

我们有 


， n(n G N ) 


n—1 


n—1 


Y ,^ tk )( W ( tk + i ) ~ W { t k )) = a ( T ) W ( T ) - W ( t k )( a ( t k+1 ) ^ a ( t k )) 


k =0 


fc =0 


n— 1 


亡 fe+i 


a ( T ) W ( T ) - V 


W ( tk ) ci ( u)du 




k=0 


考虑到 Wiener 过程的独立增量性，可得 


2 


T 


T 


a ( u ) dW ( u ) - a ( T ) W ( T ) + / d ( u ) W ( u)du 


E 


o 


o 


2 


n—1 


th+i 


( W ( u ) - W ( t k )) d ( u)du 


lim E 


tk 


k =0 


2 


n 


亡 fe + i 


( W ( u ) - W ( t k )) d ( u)du 


lim 

n—^oo 


tk 


k=0 


n—1 


tjc + l 


tfc+i 


W ( t k )) 2 du f 


a ( u) 2 du 


{ W ( u ) - 


^ lim 

71^00 


th 


tk 


k =0 


n—1 


th^i 


tk+i 


a ( u) 2 du 


(u — tk)du 


lim 


tk 


tk 


k ~0 


' (亡 fc+l _ ^ k ) 


T 


n— 


2 rtfc+i 




E 


a ( u) 2 du = lim 

n—OO 


a { u) 2 du = 0. □ 


lim 


2 


2 n 


o 




k =0 
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我们还需要吉尔萨诺夫 ( Girsanov ) 定理的特殊情况（第八章定理 18) 

引理 5. 设确定性向量函数 ae C ([0, r ]; R m ). 这时过程 


B ( t ) = 呢⑴- 


a ( u ) du , i G [0 ? T ], 


(18) 


0 


是在概率空间上的 Wiener 过程，其中 


P ( A ) = E1aX t , 


T 


T 


a ( u)\ 2 du 


{ a ( u ) jdW ( u )) 


(19) 


Xt 


exp 




o 


o 


换句话说， P 《 P 和 dP/dP = X r . 

证.只需要建立,对任意的 n 彡1，0 = ~ < … < = T 和 A ! ，…， e R m 有 


Eexp{i{5(ti), Ai) + … + — 


n—1 


n 


— 入 fc + l | 2 ( ffc+l —亡 fc ) > ， 


( 20 ) 


exp 


fc~0 


其中 E 表示对测度 P 取的中值. 

公式 （20) 式左半部分，考虑到 （19) 式可以写成形如 


T1 — 1 


^ + 1 


( W ( t k +1 )- W ( t k ), Xk + i ) 


(u)du ， A^^-i 


X T dP 


exp 


a 




a 




k^O 




4 +i 


a ( u ) du , Xk+i 


=exp 


l 


n-xp {/ 


tk +1 


( 21 ) 


( a ( u ) + iX k + i , dW ( u )) 


x 


利用关系式 （17) 得至 lj 


ife+i 


( 22 ) 


( a ( u ), dW ( u )} - N 


= 


tk 


tk 


亡 fc + 1 


(23) 


( a ( u ) -\- % Xk + i , dW ( u )) = l , i . m .0 e 


Cfc = 




r^oo 


tk 


其中 


r—1 


Ck，r = 〉 : 〈 a (’fc ， j) + ^k+1^ ^(tkj+l) ~ 

tk+l — tk 


J==0 


’ j =0, 


f fc，i = 尤乓 + J 




攀 _ « 


r 
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对任意的 G M 有 


+00 


(u 2 +2iuv — 


(u+iv)x 


(24) 


e~^dx = e 


e 


\/2 n 


因为这个积分等于其中? 7 〜 N ( cr 2 u , a 2 )* 现注意到 

| Eexp { Cfc } - Eexp{Cfc,r}| < ( Eexp {2| Cfe | + 2|Cfc - Cfe,r|}) 1/2 (E|Cfc - Cfe,r| 2 ) 1/2 

考虑到 （22) 式和 （23) 式，以及量 Cfc ， r 的 Gauss 性，不难得到 

■ 

Eexp{Cfc}= lim Eexp{Cfe,r} 


利用 （ 24) 式，可以找到 n EexplCfe} 和发现 （ 21) 式的表达式与公式 （ 20) 右半部分 
相重合.这就是所要验证 fc w . □ 


§6. 设 W = { W ( t),te [0, T ]} 是在某个概率空间 （ RAP ), 区间 [0, T ] 上的 

代数上赋予 sup - 


m 


维 Weiner 过程 • 对 £ > 0在空间 S = C ([ 0 ， r ] ; IR m ) 中 Borel 


(J — 


范数 IM ， 引入测度 


(25) 


Q e (B) = P { sfiW {-) eB\ Be 謂 S). 

定理 3 ( Schilder ). 测度族 {Q £ } £ >o 满足具有形如⑵式的偏差函数 I 的大 
偏差原理. 

证. 验证定义 3 中的关系式 1。. 取任意的闭集 F c S. 设是对 w e S 如前 
面所表示的逐段线性函数,且节点为 （ A : T / n , w (/ cr / n)),/c = 0 , 

对每个 neN 和 <5>0有 

F - {ip e F : \\<p - ( p n \\ < ^ F : II # — Pnll 彡彡} 


n 


显然， 


(26) 


F C A n (5)[ jC n ( S ) 


其中 


A n {5) = {ipeS ： ip n e F 5 } ， C n (8) = {# g S : - 伽 || 

设 = min { I ( F s ), 1/ S }. 这时 


Qe(A n (8)) ^ ^ S : I(^pn) > Ls) = P{I{{^W) n ) ^ L$) 


2 


( k - 1 )T 


2 L § 


-W 


> — 


= p 


E 


n 


nm i 
"^2 - 上 


e 


u 


(27) 


du 、 


nm 


!(2L 5 )/e 2^r 


2 


随机过程论 


346 


2 


kT 


(k — 1)T 


这里，考虑到 (25) 式和兰 E _ ( ，1 — W 


具有自由度为 nm 的 


2 


X 


rjp 


n 


n 


k=l 


分布 


对 z>0 和 //eR 得至 [J 


u^e~^du = 2z^e^^ +2(i I u^e^^du < 2^e~t + 






2 


因此，对每个和 ，>4/ i 有 J(2，/i) 彡 4z"e-f, 因此，对每个 neN,S > 0 , 和足 
够小的 e > 0 成立不等式 


iog(2^r(^)) 


£ logQ € ( A n ( S )) ^ - L 6 + enm \ og (( 2L 5 )/£) + elog4 - 

由此，有 


(28) 


E 


limsup£logQ £ (^4 n (^)) < - L 5 . 

eiO 

由于引理 3, 对所有的 n e NJ > 0和 e > 0得到 


(29) 


kT 


kT 


Qe(C n (S)) ^ P 


w 


+ t\ - w 




max 


sup 

一 1 圯 [OJVn] 




2 v ^ 


n 


n 


2 


n 


^ 2nm exp 


2^/e J 2mT 
( S , T , m ) 使得 nS 2 /{ 16mT ) > L s , 这时 


取 


n = n 


lim sup e log Q £ ( C n (<^)) ^ ~- 2L s 


(30) 


e \0 

■W + V 


注意，对任意的 a,fe > 0 有 


log(a + 6) ^ log(2 max{a, b }) = log 2 + maxjlog a, log 6}, 

由于 （ 2 6) 式 ，（ 2 9) 式和 （30) 式对所有的 8 > 0 得到估计 

limsup£logQ 6 (F) ^ — L §. 


(31) 


e 丄 0 


由于引理1，由 （31) 式得出性质1。. 

取开集 G C S, 验证定义3中性质2。.如果 7(G) = 00, 则2。成立.因此,下面 
设 1 ( G ) < oo . 对任意的 a>0 可以找到函数 4a E G, 使得 

m a ) < no ) + 


(32) 


a 、 


因为 G 是开集，则对某个有其中 V^W0 = {peS: Ik-WI <汴对 
每个/3 e (0,a) 不难选出函数9^6^([0,7] ; ]^)，#(0) = 0,使得 < /?/y^ 


这时 


I l/2 (}P) < ! 1/2 d) + I 1/2 H 1 ) < / 1/2 «) + /?• 


(33) 
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除此之外，对 fe [ o ， r ] 有 


- (p(u)\du ^ V2tl 1/2 (^a - V?) 




0 


因此， 


||0a - ^11 ^ 

这样，对 5 < r a /2 有 V 6 {< f ) C G 当 pVT < r a /2. 

因此， 


Qe(G) ^ Qe(V S (ip)) = P(ViWe Vs(ip)) = P(||iy — ^/v^ll < S/V^) 


(34) 


注意， 


cp(t) = / (p(u)du 


0 


因此，根据引理 5, 利用 （ 16) 式和 （ 18) 式，公式 （ 34) 右半部分可以重新改写成 


T 


T 


\(p(u)\ 2 du 


(ip{u),dB{u)) - — 


El 


{I 网 〈含 } ex H 


2e 


o 


T 


{ip(u),dB{u)} } ， 


⑹ El 


(35) 


exp 


卜 "<*} eXP l7? 




£ 


0 


随后，由于 （16) 式有 


T 


T 


(if{u),dW{u)) < |〈 W ( r )，0( T )>| + / {Cp^.W^du ^ h\\W\l (36) 


o 


0 


其中， 


h = (l+T) sup {\(p{t)\ + \(f(t)\}. 


te[o,T] 


* (35) 式和 （ 36) 式得到估计 


Qe(G) ^ exp{-J ㈣ /e}El { ， 1|<5/v ^ } ex . p {- h \\ W \\/^} 

^ exp {-( J (^) + hS )/£} P (\\ W \\ < S /^). 


这样， 


£\ogQ £ (G) ^ -I(ip) - hS^elogP(\\W\\ < 8/^e), 


这时 


liminf elog Q e (G) ^ — /(^?) 


( 37 ) 


e|0 


考虑到 （ 32) 式， （ 33) 式和 （ 37) 式，导致所要的性质 2。. 定理得证， □ 
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§ 7 .在这一节中，将证明 Strassen 形式的重对数泛函的 定律. 为此要求一个辅 

助性结果. 


设 W 二 ^ 0} 是在某个概率空间⑺，多， P ) 上 m 维 Wiener 过程.引入 

族随机函数 




W(nt) 

\/ n 0( n ) ? 

其中，分 (1) =多(2) = 1和 <j)(n) = V 2 log log n,n 彡 3 是向量函数的每个坐标乘以标 


fn [ t ) = 


eN ，te [0, T ], 


(38) 


n 


为了研究这个族的极限点，我们还需要下面的引理. 

引理 6. 设确定悻向量函数 p € C ([0, oo ) ; R m ) 和 

g ( nt ) 

\/ n 0( n ) ? 

设集合 AC ( l , oo ) 和点1属于 A 的闭包.假设对任意的 Ae A 有 


9nif ) = 


t G [0, T ], n G N 


(39) 


limsupp ( p nr ( A )， y ) = 0, 


(40) 


这里 ，圹 是空间 C ([0, T ]; R m ) 中的某个紧集, n r ( A ) = [ A r ],r G N ,[.] 是数的整数部分， 
p { f , V ) = inf { p (/, h ): heV},p S 中的一致距离.这时， 


lim p{g n ,V) = 0 


(41) 


和函数 { g n } n ^ i 的集合在 s 中是准紧的 （ pre - compact ). 

证. 如果 V 在 S 中是紧集，则根据 Arzela - Ascoli 定理存在 M > 0,使得 


sup 11/11 < M 


(42) 


fev 


且可以找到函数 △: [0， T ] — [0, oo ) 使得当 s 丨0时有 A ( s ) 丄0和 


sup \ f(t) - /( s )| ^ A (^ 一 s )， 


(43) 


/GV 


这里，如以前一样， HI 是在 S 中的 sup - 范数， 

r ( A ， n ) 使得 n r ( A ) 


取 A € A 和 n e N . 找到 

N = iV ( A ， n ) 和 n 0 ( A ) = 0. 这时 


< n r+ i(x) = N, 其中， 


< n 


VN (/>( n ) 

^/n<p{n) 


\\ 9 n - 9 n \ = 


gN(nt/N) t 9N(nt/N) - g N (t) 


sup 

te[o ， T] 


Vn < i >( n ) 

y/n<l)(n) 


— 1 II 做 II + sup \ g N { nt / N ) - gN ( t )\ 

) te[o,T] 


( 44 ) 
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由 （40) 式得出，对每个 A € A 和任意的 e > 0 可以找到函数 ^,( A ) e V 使得当 

时有 ' 


r 


(45) 


p(ffnrW^nrW) < 


£ 


由此和 （42) 式可得对所有足够大的 TV 有 l^ivll < M + e , 除此之外，对所有的 n > 

A^i = TV^A ) 有 


VN(j)(N) 

y/n<f){n) 

_ 

注意，由于 （45) 式和 （43) 式对所有足够大的 n 有 


(46) 


- 1 < 2 (A - 1) 


g N (nt/N) - gN(t)\ ^ sup \g N (nt/N) - g N (t) ± v N {nt/N) ± v N (t)\ 

te[o ， T] 

< 2e + sup \vN(nt/N) — t^(0l 彡 + A(2T(A — 1)), 

te[o,T] 


sup 

te[o,T] 


因为 


[ A r+1 ] - [ A r ] 

[入 r+1 ] 


nt 


n 


r (入一 1)， 


1-- 


r —► oo 


N 


N 


选取 A G A 足够接近 1, 得到 （41) 式成立 . 

取任意的序列 {g nj } , 其中 K} c N. 根据已证的，可以找到 、 e F 使得当 

可以选取子序列 {n；-} c {rij} 使得当 j 

h . □ 


时有 


时有 pi,9rij ? ) 

h n 、 ―> h & V , 这时，当 j 


0 


— ^ OO 


— OO 




时有 


— > 00 




― > 


定理4 ( Strassen ). 形如 (38) 式的随机函数族以概率1有下列关系式 
1) lim p (/ n ， K ) = 0其中 K 是 Strassen 球，即 


T 


\ip{u)\ 2 du < 1}, 


K = {cp € S : I((p) ^ 1/2} = {(p G 5^ 


0 


而函数 I 是由 （2) 式中所定义的; 

2) 对任意的函数/ € K 和几乎所有的 ojeil 可以找到序列 {^( o ;)} CN 使得 


lim p ( f nj ( u ；)， f )=0. 

J -^oo J 

函数族 {/ nWl 是准紧的，且这个族的极限点全体与集合 K 


换句话说，在 s 中 
相重合. 


a.s 


证 . 对 (5 > 0 研究集合 5 (1+5)/2 = WeS: (1 + 5)/2 }. 如果 w G 5 (1+5)/2 

和 K, 则存在 zG [0 ， T ] 使得 


[\(p(u)\ 2 du 

Jo 
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取函数 


#⑷， t e [0 ，爿， 

#0)， t e [ z , T ] 


轉) 


这时，矽 e K 和 


1/2 


T 


\ ip ( u)\ 2 du (T- z ) 1 ^ 2 < V 6 T . (47) 


p ( ip , 0) = sup \ ip ( t ) - ( p ( z )\ ^ 

te[z,T] 


这样，对球 K 邻域有 


VST 


K c S 


C K 


(48) 


(l+5)/2 

对闭集 F 二 S\ K v ^ T , 根据 Schilder 定理有 

limsupelogQ e (F) ^ -/(F), 


eiO 


即对任意的 7 > 0 和所有足够小的 e > 0有 


Qe(F) < exp < —— ( 1 ( F ) - 7) 卜， 


(49) 


£ 


这里,是 S 中过程的分布，其中 W = { W ( t),tG [0,T]} 

由于（ 48 )式有 F C <9( w) / 2 = S \ 而 +5)/2 .因此 

/(■ F ) 彡 /(*9(1+5)/2) > (1 + ^)/2. 


(50) 


这样，对7 = 6/4,由 （49) 式和 （50) 式有 


Qe ( F ) ^ exp 


2 + 4 




£ 


注意，形如 （38) 式的随机函数/„的分布是 Q en ， 其中& = l/0 2 (n) 

因此，对任意的 A > 1和 n r (A) = [A r ],r GN, 得到 

oo oo 

E P (/n.(A) i J2(\ogn r (\))- 1 


< oo, A ro ^ 3. 




r—ro 


r=ro 


根据 Borel - Cantelli 引理，对几乎所有的 w D 当 r > Mq ( co , X , S ) 时有 / n 

换句话说， a.s. 有 limsupp(/ nr ( A ), K) = 0. 由于引理 6 的结论 1)，Strassen 定 

r^oo 

理得证， 


G 


(A) 


现证 2 ). 只需要研究 /G K, 对它满足 J(/) < 1/2. 事实上，如果 /(/) = 1/2,贝 IJ 

对 5e(0，l) 取点 we[o，r] 使得 


\ f ( s)\ 2 ds = 1-6 


0 
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这时,类似 （47) 式可以找到 
h ( t )= /⑴，对 k [u，T] 有 /i(t) = f ( u ) 

对序列，其中 / e >2 有 


\ f ( t )- h ( t )\ ^ V 5 T , 对那样函数圮对 t e [0，w] 有 


sup 

te[o,T) 


||/fc r — /||[0 ， T ] 《 11/HI [0 ， T/fc] + ll/ll [0,T/fc] + \\fk r - f\\[T/k,T]j 


(51) 


这里 \\ g \\ [ aib ] 对 ^ C([0 ， r];R m ) 和 [a，6] c [0，T] 表示在区间 [a，&] 上压缩函数 5 的 
范数（在空间 C([a, 6 ];M m ) 上). 

显然，对任意的 £ > 0 和任意的函数/ G K， 当 A: > Tje 2 时有||/|| [0 ^/^] ^ 


禪 


< £ 


由于己证的结论1)，对几乎所有的 ueQ 和每个 fc > 2在 K 中可以找到函数 
此⑴（依赖于 w) 使得， 当 r > Mo(e，fc，w) 时有 


||/fcr — 9k r M[0,T] < 

因此 ，当 k > T / e 2 和 r > M 0 (e, k ' uj ) 时有 

\\fk^\\[0,T/k] ^ ||5fc r ||[0,T//c] + ||/fc 7 ' — 5^||[0 ，叼 < 


(52) 


£ 


Mk^2$\te [o ， T] 假设 


t 6 [0,T/A;], 
f [ t )- f [ T / k )、 te ( T / KT ]. 


0, 


/(i ， fc)=: 


引入随机函数 


t G [0, T /fc], 

( W ( k r t ) - W ( k r T / k )), t G CT/fc ， r], 


0, 


Qr^kify ~ 


V ¥< l >( k r ) 


这时 


\fk^ - f\\[T/k,T) ^ ||/fcr - 9r y k\\[T/k,T] + ||Pr,fc - f ('^)\\[T/k y T] + ||/(^ fc ) - f\\[T/k,T] 

显然，对所有足够大的 A; 有 \\f(;k)-f\\ [T/k , T] ^ H/llro.T/fc] 


对几乎所有的 uen 


< £ 


* 


有 


W { k r ~ 1 T ) < l >( k r - 1 ) 

I 

Vk ^ cpik 7 '- 1 ) y / k ( j >( k r ) 

时 < l >{ k - 1 )/< i >{ k r ) ^ 1, 而由于 （52) 式对所有足够大的 r 以概率1有 


(1 + 2 s ) / \/ fc , 


||/fc r — 9r,k\\[T/k y T ] = 


< 


因为当 

HA 1 '- 1 II[o,t] < 1 + 

对每个 k ^2 事件 {||sv,fc - /(-^JIIfT/fc.T] < ^}, r ^ ^5 总起来独立，因为它们是 

由 Wiener 过程在不相交的时间区间上的增量所确定的， 


r oo 
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利用 m 维 Wiener 过程的马氏性（完全类似于第三章定理 2) 对 5 > 0 得至 !] 

W(tk r ) 

sup . — - 

tG[o,v] 小、 k r ) 

㈠一 ^mioM < <5) = 


P (lbr，fc — /(. ， fe)||[T/fc,r] < 6) 


<f(t,k) <S 


P 




T (1 - l / k )^( t , k ) = f(t + T / k ) - f [ Tlk ) 对 t G [0，叫，开集 G = {分 

C([0, W ] ； R) : II#.) 一外 , fc)|| 1M < 5 }， 而测度 Q 

1/ 沴 2 ( n)，n 6 N , 


这里 


G 


v 


0) _ 


Law ({ A /£^ iy ( t),i G [ 0 ， r ]})， 其 


中 


£ 


注意， 


|0( i , k)\ 2 dt 彡 1 — a , a G (0,1) 

根据 Schilder 定理（在空间 C ([ 0 , v ]; M m ) 上测度 ) 有 

liminfelogQp )( G ) 彡 —/(”)((?)， 


0 


eiQ 


这里，是偏差函数.因此，对任意的 7 > 0 和所有足够小的€ > 0 有 


(i^)« ， /e))+ 7 ) 


:( J (G) + 7 ) 卜彡 exp 


exp 






£ 


£ 


(1 一 a + 27) 


彡 exp 


2 e 


因此，当 7 = a /4 时有 


-i+f 


Qer(G) > (r log k) 


所以 


E Q 沪⑹ 

r—1 

根据 Borel - Cantelli 引理,对几乎所有的 ueQ 可以找到序列 { rAu )}, 使得 


= oo . 


|fi^(u;) ， A: - /( . ，允 )||[T/fc ， r] < & 

考虑到前面公式 （51) 右半部分各项的估计，导致结论 2) 的成立 .口 

§ 8 . 研究重对数定律的一些其他推广. 

首先，类似于不变原理（第五章定理 8 )，在空间 C [ 0 , 1 ] 中引入随机折线，它是 
由中值为 0 ,方差为 1 的独立同分布随机变量序列 X U JC 2 , …,按照下面方式构造 
的.设 ( k / n , S n /(^( n )) 是逐段线性（随机）函数 h n ( t ) 的节点坐标，其中，& 

Xi + +- X n , ( f )(1) — ( f >(2) — 1, < j >( n ) = y /2 log log n 对 n > 3 ，t e [0,1] 和 n G N . 换句 

话说，与重对数定律中出现的规范化因子同时构造随机折线 h n ( t ) ，这里代替了相应 
的在中心极限定理中规范化因子 v ^. 

借助于第三章定理13建立如下的结果. 




附录 8 大偏差 


353 


定理5 ( Strassen ). 对引入的随机折线族 { h n } n >1 所有定理 .4 的结论成立，它 
是相对于根据 Wiener 过程所构造的随机函数族 {/ n } n > i _ 


1,利用定理5,得到（哈特曼 ( Hartman ) -温特纳 （ Wintner )) 定理： 

设叉…是中值为0,方差为1的独立同分布随机变量序列.这时，集合 

{5 n / V 2 nloglogn } n > 3 的极限点以概率1与区间[一 1，1]相重合（其中，& = A + 

_ 


试证,如果如在1中的那样，/⑴是 Riemann [0,1] 上实可积函 


2 


数，贝 1 J a . s . 有 


1/2 


lim sup (2 n 3 log logn ) - " 2 f 


k=l 


其中 


u G [0，1 . 


Hu) 


时 （f G [0, oo )) 称作 Wiener 过程 


定义 5. 确定性正函数少⑴ T oc ， 当 t 
W = {^),^0} 的上函数,如果对几乎所有的 uen 存在 N = N ( uj ) > 0使得对 
所有的 t > N 有 W ( t , u ) ^屯⑴.如果对几乎所有的 a ; G Q 函数屯不是上函数,则 

称为下函数. 


— 00 


是否在对 Wiener 过程的上（下）函数的定义中满足的只是对点 o ; e A ， 其中 


3 


攀 


0 < P(A) < 1? 

引入著名的 Kolmogorov - Petrovskii 积分准则（参见，例如， [31]). 同时也称: 
Kolmogorov - Petrovskii - Erdos - Feller 积分准则,对独立随机变量部分和序列有类 

似结果). 


定理6- 设 #⑴，尤 >0 是不降 函数， 使得当 t 
I (( f ) < 00 ,函数屯⑴= Vtip ( t ) 将是 Wiener 过程的上函数，如果 I (< p ) 

是下函数，其中 


时有 W ⑴ 


这时如果 

贝》】屮 (0 


— oo 


— > oo . 


oo 




V ?⑴ 


exp {—^ 2 ( t )/2} dt 


(53) 


J ㈣ = 


这个定理给出了比一般的重对数定律更加精确 结果: 计算 JOrf 看出函数= 

( 1 + ^ ) y /2 t log log t 是上或下函数相对于，当 e >0 和£彡0时（在第三章定理8不包 

括 e = 0的情况). 

与定理4有关，自然而然产生一个 问题： 下面函数族与 （38) 式相比，那个极限 
点的集合更广， 


W { nt ) 

^/n(p(n) 


(54) 


y t G . [0, l ] , Tl G 


F n ( t )= 
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其中， W 是与定理6中的同样函数吗？借助于推广 （53) 式的泛函来给出回答.这时， 
显示出趋于 Strassen 球的收敛速度非常敏感于规范化因子的选取，甚至于在所用的 

规范化因子中补充个常数都可以对族 （54) 式趋于 Strassen 球的收敛速度阶（指 
数）有所改变（参见， [9] 和那里的参考书). 

重对数定律在许许多多方向都发展了，并且正在发展.例如在区别于一致拓扑 
的诸种拓扑中的重对数泛函定律，参见， [48]. 同样可举出对于经验过程、比 Brown 

运动更广的 Gauss 过程、取值于抽象空间部分和过程（也包含上过程)、以及随机 
场的重对数泛函定律的研究. ， 



本书没有过多地列举参考文献，对书中所涉及的问题，甚至属于随机过程理论 
的“核心”问题，也不可能列出所有的名著.为了方便读者，从一般常被引用的成果 

文献当中，列举出一些概率论的 教程： [4, 18, 34, 63, 68, 78, 85, 101, 106, 123, 131，143, 
189], 还有随机过程论的： [12, 17, 25, 30, 32, 39, 42, 61, 72, 77, 83, 93, 100, 103, 110, 
125, 135, 142, 146, 149, 177, 185, 192]. 个别地列举了百科全书 [57], 手册 [37, 56], 甚 

至于列举了举反例的书[ 75 ]和习题集 [55], 应该指出的是上面所列举的书中，许多 
涉及概率论同时也涉及随机过程. 

在学完必需的基础以后，将会比较容易地熟识现代随机过程论的各个分支及其 
应用.而我们从中选择一些分支,这并不是为追赶时髦和其他别的目的所作的调整. 

首先应该指出的是，与 Kolmogorov 公理化方法来构造概率论同时还有其他的 
方法.众所周知，是建立在算法复杂性概念基础上的（参见，例如， A . H . 施利亚耶夫 
( A . N . Shiryayev ), “补充” [34]). 另一方面，现在对量子概率给予了很大的关注（其中 
还有量子随机过程)，参见，例如，[88, 165, 167, 171]. 

无论从理论角度上讲，还是从应用的角度上讲，随机过程统计（或“时间序列 

分析）都是一个非常重要的分支.关于这个领域的研究可以参考文献16, 80, 134, 137, 
160, 183, 191]. 同时，还应该指出的是一些随机过程理论的数值计算问题，参见，例 

如， [102, 144]. 

传统又广阔的研究方向仍是构造模型,也就是依据观测给予不同方案的模型.在 
本教程中研究了髙斯过程,马氏过程，同时还有鞅.阐述事件的依赖性、 

由随机变量族所产生一些其他的术语（混合，相关性，半不变量等等).在这些或其他 
的一些相关形式中，建立起一系列相互关联的结果，他们即在极限定理的经典理论 

里,也在非传统的理论当中；参见,例如，[8, 28, 98, 105, 117, 118, 137, 162, 168, 198]. 

在许多问题当中小概率事件起着极其重要的作用.关于随机过程的极值理论可 

以参见，例如，[38, 45, 52]. 要了解大偏差理论，可以去参见,例如， [114, 115, 116, 127, 
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194: 


许多有趣的问题都是处在不同学科的交叉点.作为核心展现的例子是研究 
Dirichlet 问题.关于分析和概率论的各种各样的问题，参见,例如，[95, 108, 121]. 

由于对取值在无穷维空间随机元的研究,人们可追踪经典概率论结果的最大推 

广的长期趋势，参见,例如， [140, 157]. 

在个别的地方还提到了具有巨大影响领域的随机金融数学.再一次援引书[86, 
147], 在那里有着很多的书评.除此之外，还提到了保险和实际中数学理论的概率问 


题 


根据以往，物理，化学，、生物及其他自然和人文的科学，甚至于技术当中经常会 
给出新的模型，它们要求更深刻的概率分析.关于这方面应指出的是，例如，在[10, 

132, 176] 中所进行的研究. 
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